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PROLOGO

Este texto proporciona una introduccién a las series de Fourier
¥ sus aplicaciones & problemas de contorno en ecusaciones entre deri-
vadas parciales de la ingenierfa y la fisica. Y ha sido proyectado para
estudiantes que hayan hecho algiin curso de cdleulo avanzado. Las
aplicaciones fisicas, explicadas con alghin detalle, se han mantenido
a un nivel bastante elemnental.

El primer objetivo persegnido es el de introducir el concepto de
sistemaa ortogonsales de funciones, y el de representaciones dé fun- -
ciones arbitrarias por medic de series de funciones, de tales sistemas,
concediéndose especial atencién a los casos mds sobresalientes, como
la. representacién de funciones por medio de series de Fourier trigo-
nométricas. También se trata de las representaciones integrales de
Fourier y de los desarrollos en series de Bessel y polinomios de Le-

endre.

® El segundo objetivo es dar una clara presentacién del método cldsi- .
co de reeolucién de problemas de contorno, con ayuda de las mencio-
nadas representaciones por medio de series de funciones ortogonales.
Se ha prestado slguna atencién a la comprobacion de las solucio-
nes y a la unicidad de éstas porque el método no puede presentarse
de modo adecundo si faltan esas consideraciones. Se tratan otros méto-
dos en los libros del autor Matemdlicas Operalivas y Variables comple-
jas y sus aplicactones.

Eata edicién es una revisién extensa de la edicién original del libro
de 194]1. La exposicién ha sido revisada en su totalidad. Se han
introducideo materias adicionales relativas a ecuaciones diferencia-
les y condiciones de contorno, convergencia uniforme, funciones com-
plejas, integrales de Fourier, convergencia de las series de Legendre,
unicidad de soluciones y otros temas. Se ha juzgado convenients algzin
cambio en el orden de presentacién; por ejemplo, las ecuaciones en
derivadas parciales de la fisica, son ahora estudiadas en el capitulo
primero oon objeto de simplificar la introduccién a otros temas.

Se ha concedido atencién adicional al andlisis matemdtico. Se han
revisado los ejemplos, problemas, figuras y bibliografia.

&



6 PROLOGO

Los Caps. 8 y 9 sobre funciones de Beasel y polinomios de Legen-
dre, son independientes entre si y pueden ser estudiados en el orden
que ge deaee. Bl Cap. 10, que trata de la unicidad de soluciones, y el
Cap. 5, sobre propiedades adicionales de las series de Fourier, asf
como algunas secciones de ofres capitulos, pueden omitirse si se desea
abreviar el curso.

En ¢l trabajo de preparacién de esta edicién, el autor reconoce y
sgradece la ayuda y alientos recibidos de muchos profesores y estu-
diantes, Merecen gracias especiales entre sus colegas looales, los pro-
fesores R. C. F. Bartels, C. L. Dolph, G. E. Hay y K. D. Rainville.

Ruxrs V. CHURCHILL :
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CAFITULO ]

ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES DE LA FISICA

1. Dos problemas relacionados. Nos ocuparemos aqui de dos
tipos generales de problemas. Un tipo trata de la representacién
de funciones dadas arbitrariamente por medio de series infinitas
de funciones pervenecientea a un cierto oconjunto. El otro ocon-
siste en problemas de contorno en las ecuaciones entre derivadas
parciales, en especial ecusciones importantes de la fisica y la in-
genieria

Se encuentran representaciones por medio de series en métodos de
resolucién de problemas de contorno. Las teorias en las que se basan
esas representaciones pueden ser presentadas independientemente.
Tienen aspectos atractivos tales como la extensién de conceptos de
la geometria, del andlisis vectorial y del dlgebra al campo del andlisis
matemético, Su precisién matemdtica es también agradable. Pero.
ganan en unidad e interés cuando se presentan en relacién con los

i problemas de contorno.

El conjunto de funciones que forma.n los términos de la represen-
tacién por medio de series, estd determinade por el problema de con-
torno. Las representaciones o desarrollog en series de Fourier y ciertos
tipos de series de funciones seno y coseno, estdn asociados con los
problemas de contorno mds comunes. Pero en el texto considerare-
mos también extensiones y generalizaciones de tales series, inclu-
yendo las integrales de Fourier, las series de funciones de Besszel
¥ loe polinomios de Legendre.

Un problema de contorno esté correctamente planteado si tiene

. una solucién y ésta es tinica. Los problemas de la flsica asociados con

eocuaciones en derivadas parcisles sugieren frecuentemente condicio-

- nes de cvontorno bajo las cuales puede plantearse correctamente el

problema. De hecho, s & veces conveniente interpretar fisicamento
un problema con objeto de juzgar si las condiciones de contorno
pueden ser adecuadas. Esta ss una razén muy importante para aso-
ciar tales problemas con sus aplicaciones fisicas, aparte de la opor-

9 “



10 SERIES DE FOURIER Y PROBLEMAS DE CONTORNO  [SEC. .

tunidad de poner a la vista interesantes contactos entre el andlisi
matemético y las ciencias fisicas.

La teorfa de ecuaciones en derivadas parciales proporcions resul
tados sobre la existencia de soluciones en los problemss de contorno
Pero tales resultados son necesariamente limitados y complicadoa por
la gran variedad de caracteristicas: tipos de ecuaciones y de condi.
ciones, y tipos de dominios. Al tratar de un problemas especifico, en
lugar de acudir a la teorfa general, quizd podamos encontrar una
solizcién y demostrar después que tal solucién es Is tnice posible,

2. Praoblemas de contorno lineales. La teoria y aplicacidén de las
ecuaciones diferenciales ordinarias y entre derivadas parciales relati-
vas a una funcién u exige corrientemente que « satisfaga no solamente
1a eouacidn diferencial en la totalidad de algin dominio de la variable
o variables independientes, sino también algunas condiciones en los
contornos de aquel dominio. Las ecuaciones que representan tales
eondiciones de contorno pueden contener valores de las derivadss
de %, asl como de la propia %, en puntos del contorno. Ademds se
exigen ciertas condiciones relativas & la continuidad de u ¥ de sus
derivadas dentro del dominio y en el contorno de éste.

La unién de todas eatas condiciones o exigencias constituye un pro-
blema de contorno relativo a la funcién «. Aplicaremos este denomina-
cién gismpre que 1a souscion diferencial vays acompaiiada por algunas
condiciones de contorno, aun en el case de que las condiciones pusdan
no ser adecuadas para asegurar una solucién dnieca del problema,

Las tres ecuaciones

w'(z) — uf2) = — 1 0 <z <),
(1) w{0) =0, u(l) =0,

por ejemplo, constituyen un problema de contorno en ecuaciones dife-
renciales ordinarias. El dominio de la variable independiente z e3 el
intervalo 0 < z << 1, ouyos limites o contorno consisten en loa dos
puntos z = 0 y 2 = 1, La solucién de este problema que, en unién
con sus derivadas, es continua para cualqguier valor de z, es

(2) ulx) = 1 — {oos 1)1 con =,

Con frecuencia es conveniente indicar las operaciones de deriva-
ciém parcial poniendo como subindice a las variables independientes.
8i, por ejemplo, % es una funcién de las variables independientes x ¢ y,
podemos egoribir

u 2 Py
Uz O Hplr,y) en vez de —, en vez de -—, gy en vez de .
z O u{T.y) E Yry APy ¥ 2y o
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y asi sucegivamente. Iguslmente emplearemos cuando convenga la
notacion wy{®ey) ¥ r(®g,¥) para designar los valorea de las funcio-
nes ¢ufox y o%fox?, respectivamente, sobre la recta x =z, y los
simbolos correspondientes para valores de contorno de otras deri-
vadas.

El problema oconsistente en la ecuacién en derivadas parciales

(3) - Ura(ZY) + upy(my) = 0 x>0,y >0

¥ las dos condiciones de contorno

u{0,y) = uz(0.y) (y >0,
(4} #(x,0) = sen & + cos x o> 0),

es un ejemplo de problema de contorno en ecuaciones en derivadaa
parciales. El dominio es el primer ctiadrante del plano zy. El lector
puede comprobar que la funcion

(5) " : u(x,y) = e~¥{sen = -+ cos )

¢8 una solucién del problema. Esta funeién y sus derivadas parciales
son continuss en todo el plano respecto al par de varighles z,y ade-
mis estdn acotadas en el dominio 2 >0,y > 0.

Una ecuacién diferencial o una econdicién de contorne relativos
& una funcién u es Wineal si es una ecuacién de primer grado en u y en
lus derivadas de w. Por consiguiente, los términos de la ecuacién son,
o bien funciones de las variables independientes solamente, inclu-
yendo constantes, o tales funciones multiplicadas sea por % o una
de las derivadas de u. :

Las ecuaciones diferencieles y condiciones de eontorno (1), (3) y (4)
anteriores, son todas lineales. La ecuacién diferencial

(6) C Zar + TYtuyy — eFur = fly,2)
en u(x,y,2) es lineal. Pero la ecuacién
gz + Uy =2
no lo es en u{z,y) porque el término wuy no es de primer grado consi-
derado como expresién algebraica de Ias dos variables u y u,,.

Designemos con las letras 4, B, ..., ¢ constantes o funciones
de las variables independientes z e y solamente. Entonces la ecua-
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cidn lineal en derivadas parciales de segundo orden en u{x.y) twne
la forma

(7) Au“ -4 Bua;g -} Cuyy -+ .D'll»x + Euy -+ Fu = @G.

Un problema de contorno es lireal, si su ecuacién diferencial y todas
sus condiciones de contorno son linesles. El Prob. (1) y el problema
consistente en las Ecs. (8) y (4) son sjemplos de problemas de con-
torno lineales.

Los métodos de solucién que se presentan en este libro no son
aplicables a problemas de contorno no-lineales.

Una ecuacién diferencial ¢ una eondicidn de contorno lineales son
homogéneas ai todos sus términos, aparte del término cero, son de
primer grado en la funcién « y sus derivadas.

La Ec. {7) es homogénea en un dominio, solamente en el caso de
que sea ((x,y) = 0 en todo el dominio. La Ee. (6} es no-homogénea
gi f{z,y) = 0.-La Ho. (3) y 1a primera de las condiciones (4) son ho-
mogéneas. En nuestro estudio de los problemas de contorno, las eoua-
olones homogéneas tendrdn wn papel importante.

8. La cuerds vibrante. Una cuerda tensamente estirade cuya
posicién de equilibric es algiin intervalo del eje de las z estd vibrando
en el plano zy. Cada punto de la cuerda, de coordenadss (2,0} en la
posicién de equilibrio, tiene un desplazamiento transversal y(z,t)} étr—
el momento ¢. Suponemos que los desplazamientos y son pequefios
con relacion a la longitud de la cuerda, que las inelinaciones son
pequefias y que otras condiciones son tales que el movimiento de
eada punto es esencialmente en la direccién del eje de la y. Entonoes
en el momento ¢, el punto tiene las coordenadas (v,y).

Supongamos que la tensién P de la cuerda es lo suficientemente
grande para que éata se comporte como si fuera perfectamente flexi-
ble; esto es, en cualquier punto, la parte de la cuerds a la izguierds
de ese punto ejerce la fuerza de magnitud P en direccién tangencial
sobre la parte s la derecha; el efecto del momento de flexién en este
punto puede despreciarse.

La magnitud de la componente x de la fuerza tensora se designa
por H (Fig. 1). Suponemos finalmente que H es constante, esto es,
que la variacién de H con x y ¢ puede despreciarse.

- Estas oondiciones ideales son severas, pero estdn justificadas en
muchas aplicaciones. Son adecuadamente satisfechas, por ejemplo,
por las cuerdas de los instrumentos musicales cuando éstos se tocan
en la forma usual. Mateméticamente, las suposiciones hechas condu-
cen & una ecuacién en derivadas parciales en y{z,1), que es lineal.

Designemos ahora por V{z,t) al componente y de la fuerza tensora
ejercida por la poreién izquierda de la cuerda sobre la de la derecha



SEO. 3] NCUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES DE LA FiSIOA 13

en el punto (z,y). Tomaremos como sentido positivo de ¥V el del eje
de las y. 8i « es el dngulo que forma la tangente a la cuerda en el
punto {(z,y) con el eje de las z, en el momento ¢, entonces — V/H =
= tg « = oyfdz como se indica en la Fig. 1. Asi pues, V, componente y
de la fuerza ejercida por la parte de la cuerda o la izquierda de un punio
(z.) sobre la parte de la derecha, en el momento t, estd dada por la
Jormula

{1} : Vlad) = — Hyglx,1) (H = 0}.

Esta es la férmula base para obtener la ecuacién del movimiento
de la cuerda. Se utiliza también para establecer eiertos tipos de con- .
diciones de contorno.

i
!
|
I
|
)
!
1
1

!
- I Ax ]
O {x,0) x
Fia. 1

Supongamos que todas las fuerzas exteriores tales como el peso
de la cuerda y las fuerzas de reeistencia, que actian scbre la cuerds
aparte de las fuerzas en los puntos extremos, pueden ser despreciadas.
Consideremos un segmento de la cuerda que no contiene ningilin ex-
tremo, ¥ cuya proyeceién sobre el eje de las x tiene una longitud Ax
Puesto que los componentes x de los desplazamientos son despreein-
bles, la masa del segmento es 5 Az, donde la constante 8 es la masa
de la cuerda por unidad de longitud. En el momento 4, la compo-
nente y de la fuerza ejercida por la cuerda sobre el segmento en el
extremo izguierdo de éste (x,y), s V(z,!), dada por la férmula (1).
El componente y de la fuerza ejercida por la cuerda sobre el otro
extremo del segmento es — V(x + Azt), donde el signo negativo
significa que la fuerza es ejercids por Ia parte de la cuerda que estd
a la derecha de aquel punto sobre la gue eatd s la izquierda del mismo.
La aceleracidn en el sxtremo {&,y) en Ia direccién de las y es yu; (7.1).
De acuerdo con la segunda de las leyes del movimiento de Newton
(masa por aceleracién igual a fuerza) ge tiene:

(2) "8 Az yulzl) = — Hyzl(zt) + Hyslz + Az, 1),
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aproximadamente, cuando Az es pequefio. De agui:

lim Yx(x + Ax, t) yz(-”, ‘) H
& Ax—>0 Ax

yulzt) = yxx(w,t)

en todo punto donde existan las derivadas parciales.

Por tanto, la funcién y(x,t) que representa los desplazamientos
tranaversales en una cuerda tensa bajo las condiciones indicadas ante-
riormente, satisface la ecuacidn de las ondaa

oty % _H
3) Y e (“" 37 0)

en los puntos donde no actien sobre la cuerda fuerzas exteriores. La
constante a tiene las dimensiones fisicas de una velocidad.

4. Modifieaciones de Ia ecuacién. Condiciones en los extremos. Si
a lo largo de la cuerda actian fuerzas exteriores paralelas al eje de
las y, designemos por ¥ la fuerza por unidad de longitud de la cyerda.
Serd preciso sntonces afiadir al segundo miembro de la Ee. (2), Sec. 3,
un término F Az ¥ la ecuscién del movimiento serd

(1) yulz,t) = ayaalat) + F5-1.

En particular, si el eje de laa y es vertical con su sentido positive
hacia arriba y las fuerzas exteriores consisten en el peso de la cuerds,
entonces F Ax — -— 3 Az ¢, donde la constante ¢ es la aceleracidn de la
gravedad. La Eo. (1) se convierte en la ecuacién lineal no-homogénea

(2} ) ?m(“’:‘) = “’ym(x:‘) — g

En la Eco. (1), F puede ser una funcién de =z, ¢, o de las deriva-
das de y. En el caso de que la fuerza exterior por unidad de longitud
sea una fuerza amortiguadora proporoional a la velocidad en la direo-
ci6n de las y, por ejemplo, F se remplaza por — By, donde la cons.
tante positiva B es un coeficiente de amortignamiento. En este caso
la ecuacién del movimiento es lineal homogénes:

(3) ?Jﬂ(x:‘) = ﬂ’ym(ﬂ?") - by:(&',‘) (b == Bs_l).

8i un extremo z = 0 de la cuerda, se consgerva fijo en el origen
para todo instante ¢ = 0, la condivién de contorno de aquel extremo
es evidentemente

{4 y(02) =0 ¢t 20).
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Pero si se permite a dicho extremo resbalar a lo large del eje de las i
¥ se le mueve de manera que su desplazamiento sobre el mismo sea
f(t), la condicién de contorno es la eeuacién lineal no-homogénea

(®) 04 = 1) t 2 0).

Bi el extremo izquierdo forma un lazo alrededor del eje de las w,
y so le aplica una fuerza g{f) en la direccién y en aquel extremo, g(i)
es el limite de la fuerza V{x.t), descrita en Sec. 3 cuande z tiende
a cero por el lado de las abscisas positivas. La condieién de contorno
o8 entonces

(6) — Hy(08) = g(t) (t >0).

8i # = 0 es el extremo derecho, el signo negativo desaparece porque
entonces g{t) es la fuerza ejercida sobre la parte de la cuerda que estd
a la izquierda de ese extremo.

5. Otros ejemplos de ecuaciones de las ondas, FPodemos presentar
mésa ejemplos de funciones en fisica e ingenieria que satisfacen ecuacio-
nes de las ondas sin tener que salirnos de fenémenos fisicos sencillos.

2—— yi{x )} .
E \

(o] x Ax x
g, 2

Vibraciones longitudinales de las barras. . Tomemos como abscisas
Ias distaneias de un extremo de una barra eldatica de forma cilindrica
o prismética a otras secciones transversales cuando la barra no estd
sometida a tensiones. Desplazamientos de los extremos o desplaza-
mientos iniciales o velocidades de la barra todos dirigidos longitu-
dinalmente & lo largo de la barra y uniformes sobre cualguier seccién
tranaversal obligan a las secciones de la barra a moverse en la direc-
cién del eje de las #. Designaremos el desplazamiento longitudinal
de la seccién de la barra de absciss primitivo x en el instante ¢ por
y(z,t). El origen del desplazamiento y de esa seccién queda asf fijado
fuera de la barra, en el plano de la posicién original de referencia
de dicha secoidn (Fig. 2).

En el mismo momento una seccién vecina de abscisa primitiva
z 1+ Az, a la derecha de la seccién x, tiene un desplazamiento y(z -+
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+ Az, t); por tantc, el elemento de barra de longitud natural Az
resulta estirado (o comprimido) en una longitud yw(x + Az, £) — y(z.b).
Suponiendo que esta extensién o compresidn del elemento satisface
la ley de Hooke, la fuerza ejercida en el elemento sobre su extremo
izquierdo es, excepto cuando no se tiene en cuenta el efecto de la
inercia sobre el elemento que se mueve

-—AE y(x 4+ Az, ‘) '—y(z)t)
Ax 1

donde A ee el drea de Ia seccién transversal y & el médulo de elasti-
cidad del material para tengién y compresién. Cuando Az tiende a 0,
regulta que la fuerza longitudinal total p{xf) ejercida sobre ia sec-
cién x por la parte de ls barra a la izquierda de esa seccifn eatd dada
por ia féormula bésica

(1) plwt) = — AEys(z ).

Ses 3 la masa del material por unidad de velumen. 8i aplicamos
la segunda ley de Newton al movimiento de un elemento de la barra
de longitud Awx,

{2) 34 Az yu(xt) = — AEy,(z}) + ABys(x + bx, 1),

donde el filtimo término representa la fuerza sobre el elemento en
¢l extremo x -+ Az, Deapuds de dividir por 84 Ax y haciendo que Az
tiends a cero, se obtiene

3) Yz t) = aysalzt) (at = Bs-1).

Por tanto, los desplazamientos longitudinales y(x,!) en una barra
eldstica satiafacen la ecnacién de las ondas (8) cuando sobre la barra
no actéian otras fuerzas exteriores longitudinales que Jas de los extre-
mos. Hemos supuesto solamente que los desplazamientos son lo sufi-
cientemente pequefios como para que se oumpla la ley de Hooke
y que las secciones permanecen planss después de haber sido despla-
zadas. La barra eléstioa anterior puede remplazarse por una columna
de aire; entonces la Ee. (3) tiene aplicaciones a la teoria del sonido.

La condicién de contorno y(0.f) = 0 significa que el extremo 2 = 0
de la barra se mantiene en posicién fija. 8i el extremo z — ( estd
libre euando £ >> 0, entonces ninguna foerza actia sobre dicho extre-
mo; esto es, p(0,f) = 0 6 segtin la Ee. (1)

(4) ¥2(0,8) =0 ¢ >0.
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Vibraciones transversales de las membranas. Sea z{z,yt) un des-
plazamiento pequeiio en la direccién z, en el momento #, de los pun-
tos (2,9,0) de uns membrana flexible estirada tensamente en un bas-
tidor en el plano zy. El esfuerzo tensor P, tensién por unidad de lon-
gitud a través de cualquier recta de la membrana, es grande, y la
magnitud H de sn componente paralela al plano zy se supone cons-
tante. Entonces, la fuerza interior en la direccién z en una seccién
z = z,, por unidad de longitud de eata recta, es — Hzg(z,y,t) que
corresponde a la fuerza V (Sec. 3) en la cuerda vibrante. La fuerza
en la direccién z en una seccién y = y, por unidad de longitud es
- Hzﬂ(xsymt)

Consideremos un elemento de la membrana cuya proyeccién sobre
el plano zy sea un rectdngulo con vértices opuestos (x,.0) ¥ (z <4 Az,
¥y + Ay, 0). Si se aplica la segunda ley de Newton al movimiento
de eate elemento en la direccidn z, se encuentra que z(z,y,t) satisface
la ecnacidén de las ondas bidimensional.

(6) 2t = MN2ge 1+ 23y) (a* = H3-1),

Aqui § es In masa de la membrana por unidad de drea. Loa detalles de
la deducci6n de la férmula (5) se dejan para los problemas.

8i sobre la membrana aotia una fuerza exterior transversal
F{z.y,4), por unidad de irea la ecuacién del movimiento toma la forma

{6) 24 = Gzee + Zy) + F§-L

PROBLEMAS

1. Dar los detalles de la deduccién de la Ec. (1), Sec. 4, para las vibracionss
forzadas de una cuerda vibrante.

2. Una cuerda tensamente estirada con sus extremos fijoe en los puntos (0,0)
¥ (2¢,0) pendes en reposo bajo su propio peso. El eje ¥ eetd dirigido vertical-
mente hacia arriba. Explicar porgué loa desplazamientos estdticos y(x) de loa
puntos de la cuerda eatisfacen el problems de contorno,

aty”(z)—g =0 {0 < = < 2¢),
y(0) = y(2e) = 0.

Partiendo de estas expresiones, demostrar que la cuerds pende formando
el arco parabdlico

(z—c)’—zis(y+gc') (0= =z 5 2).
g 2at

Demostrar que la flecha del arco varfa directamente eon § y ¢? inversamente
con H,

3, Utilizar la férmula (1), Sec. 3, que da la fuerza vertical V ¥ la férmula
para y del Prob, 2 para demosirar que la fuerze verticel ejercida sobre la

2



18 SERIES DE FOURIER Y PROBLEMAS DE OONTORNO [SEC. 6

cuerda por cualquiera de los extremos es glc, o sea la mitad del peso de la
cuerda.

4, Un trozo de slambre de 1 pie da longitud estirado entre el origen ¥ el punto
{1,0) pon una tensién H = 10 libras, pesa 0,032 1b (g8 = 0,032, g = 32 pies/se-
gundo?), En el instante ¢ = 0 el alambre estd situado a lo largo del eje de las =,
pero tiene una velooidad de I pie/segundo en la direcsién del eje y, posiblemente
porgue sus scportes se encontraban en movimiento y en aquel momento gue-
daron en repoeo. 8i a lo largo del alambre ne acthan fuerzes exteriores, de-
mogtrar por gué los desplazamientos ¢(x,t) deben satisfacer este problema da
contorno.

dufz,t) = 10%2.-(x,) <zl it >0,

wo,n) = (L) = 0, #{=z.0) = 0, yelz,0) = L.

8. Las dimensionea figicas de la Tuerza H, tensién de la cuerda, son las de
una masae por una aceleracidn, MLT?, donde M indica masa, L longitud, ¥
T tiempo. Biendo a* = H§~!, demostrar que a tiene las dimensiones de uns
velocidad LT-1,

=3 §. El extremo # = 0 de una barra eilindrica eléstica se conserva fijo, y una
fuerza de compresidn constante de magnitud F, unidades por unidad de édrea
80 ejerce en todo momento £ = () sobre el extremo & = ¢. 8i la barra inicialmen-
te no sufre esfuerzos y estd en reposo, ¥ si no actian fuerzas exteriores a lo
largo de la misma, verifiear que la funcién y{z,f) gue representa los desplaza-
mientos longitudinales de les seccionss transversales debe satisfacer eate pro-
blema de contorno

Yar(m:f) = Fyzg(n,t) (0 <w<ct>>0a8=KE3)
w08 =0, Ewlet) = —F;, g0} = yd,0)=0.

7. El sxtremo izguierdo & = § de una barra elistics estd sujeto eldsticamen-
te de tal modo que la fuerza longitudinal por unidad de dresa ejercida aobre la
barra en aquel extrermo es proporcicnsl al desplazamiento del mismo, pero
de signo opusste. Demostrar que la condicién en el lfmite tiene para aguel
extremoc la forma

Ey{0,t) = Ky(0,t) (K = 0.

8. Deducir la Ee, {8}, Sec, §. Verificar sdemds, que los desplazomientos
fransversales estdlicos z(x,y) de une membrana, sobre la que sactila una fuerza
tranaversal #{2,4} por unidad de drea, patisface la ecugeidn de Poigeon

fex + oy + =0 (k = PH-Y),

6. Conduccién del calor. La energia térmica se transmite en los
cuerpos sblidos por conduoccién de las regiones més calientes a las
mis frias. s conveniente referirse a esta transmisién llamédndola flujo
calorffico, como si el calor fuera un fluido o gas que se difundiera a
través del cuerpo desde las regiones de alta concentracidn de fluido
a las de baja conoentracidn.

Designemos por Py un punto (x,ya=e) interior al cuerpo y por 8
un plano o superficie suavemente curvada que pase por F,. En el
momento & el flujo D(v,Yy.2.k) de calor a través de S en P, es la
cantidad de calor por unidad de drea y por unidad de tiempo que
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estd pasando a través de § en aquel punto. El flujo se mide en ocalo-
rlas por centimetro cuadrado por segundo.

Si w(z,y,2,8) expresa las temperaturas on los puntos del sblido en el
momento ¢, ¥ si n es una coor-
denads gue represents la distan-
cia normal a la superficie S en
el punto interior P, (Fig. 3), el %4
flujo a través de & serd en la di-
recoién positiva de n si du/dn es
negativa. Un postulado funda-
mental de la teoria maiemdiica de
la conduccidn del calor dice que
existe un coeficiente térmico K de la sustancia que forma el cuerpo
tal gue '

s

Fio. 3

(1) o T (K >0}

ea decir, el flujo ®(x,,yy%t,) & través de § es proporcional al valor
de la derivada de la funcién de la temperatura % a lo largo de Ia
normal & § en el punto P, y en el momento #,. El coeficiente K se
denomina econductividad térmica de la sustancia.

En particular, el flujo a través de los planos s =, y =gy y 2 =
2o en el punto P, tiene los valores

(2) 0, = — Ku,, Oy = — Kuy, ®y = ~— Kuy,,

regpectivamente, cuando se toma el valor de las derivadas parciales
en Py, t,. Para un valor fijo de i, 4z, uy ¥ 4, son los componentes del
gradiente de %. Puesto que la direccién del vector grad = es aquella
para la que u sumenta més ripidamente, el vector

3 — _Egedu

se denomina velocidad del flujo calorifico en el punto, y mide el
flujo & través de la superficie isoterme

%(2,Y,2,0) = w(%o,Yo,%:h)

en Py La proyeccién J,, de J sobre la normal a la superficie arbi-
traria 8, es el flujo ® dado por la férmula (1):

T = & = — K dufdn

Otro coeficiente térmico de la sustancia es la capacidad calorifica ¢,
por unidad de volumen o calor especifico, que es 1a cantidad de calor
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necegario para elevar la temperatura de una unidad de volumen de
la sustancia en una unidad de la escala de temperaturas.

A menos que se diga otra cosa, supondremos aquif que los coeficientes
¢ ¥ K son constantes. En este caso un segundo postulado de la teorfa
matemdtioa es que la conduccidén lleva a una distribucién de tem-
peraturas, la funcidn u, que, junto con su derivada ug, y sus deriva-
dsa de primer y segundo orden con respecto a x,y ¥ 2, son todas fun-
ciones continuag en la totalidad de cualquier dominio interior del
#6lido en el gue no se geners ecalor.

Para deducir la ecuacién diferencial que u satisface, consideremos
primero una superficie esférica S; con centro en P, lo suficiente-
mente pequefia para que todos los puntos dentro y sobre 8, sean
interiores al cuerpo sélido. La integral de eyu(xy,2,f) extendida a la
regién B, limitada por 8, es una medida del conterido instantdneo
de calor @2} de R, Por tanto,

(4) Q'(‘)-*fffcnudlf-—cnjf R._dy

donde &V designa el elemento de volumen en la integral.

E! calor penstra en R, solamente por conduceién a través de su
superficie Umite S;. Si n es distancia normal a ess superficie positiva,
en direccién hacta afuera, y si 44 designa el elemento de éree de S,
entonces la derivada con respecto al tiempo §'y(f) del oalor gue
penelra en la esfera puede tener también la expresién

© &) —Jfff—dA:—ffs.Jf,,dA-

De acuerdo con el teorema de la divergenéié para transformar inte-
" grales de superficie en integrales de volumen,

® fme,dA fffdw.ldv

Seglin eso, la férmula (5) puede escribirse

7 Q'o(t)=—ffﬂ‘dideV=Kffﬁdiv(gra«du)d?.

Ahora bien, div (grad u) es la laplaciena
Vi = gz + vy + Uasi
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por tanto, se deduce de las expresiones (4) y (7) que

(8) ff i (cous — Kv*u}dV = ¢.

La Ec. (8) es vilida para toda la regi6n esférica R, que contenga
a P,, oon la sola condicién de que todos los puntos de &, sean inte-
riores del sdlido y que R, esté libre de fuentes calorificas, Kl inte-
grando es una funcién continua de , ¥ ¥ z en R,, en el momento £.
Si el integrando tiene un valor positivo en P, su continuidad exige
ln existencia de una regién esférica R, que contenga a P, y contenida
en R, tal que ¢y — KV3u > 0 en la totalidad de R,. La integral
de la Ec. (8), con R, remplazado por R,, tendria entonces un valor
positivo en lugar del valor cero. Aparece la contradiccién correspon-
diente si suponemos que el integrando tiene en P, un valor negativo,
Por tanto, en Py

cgug — KViu = 0.

Como Py representa oualquier punto.interior del cuerpo en un
dominio libre de fuentes, la funcién de distribucién de temperaturas
u{z,y,2,t) en todo dominic que cumpla esa condicién satisface la ecua-
cidn del calor

(8) uy = klugs + Upy + Uzz),
donde % es la difusividad térmica de la sustancia

(10). _ =X

‘o

7. Discusién de la ecuacidn del ealor. Si las temperaturas dentro
de un a6lido son independientes de 2, esto ee, gi no hay flujo de ealor.
en la direceidn 2, Ia ecuacién del calor se reduce a la ecuacidén corres-

_pondiente al flujo bidimensional paralelo al plano zy:

1) ue = Flugs + tyy).

Es el caso de flujo unidimensional paralelo al eje de las z, la ecuacién
ge convierte en

@) we(@,) = kiga(x,t).

Cuando las temperaturas estdn en esfado estacionario, es decir,
ouando % no varfa con el tiempo, la ecuacién del ealor se convierte
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en la ecuacién de Laplace Viu = O:
(3) Uzz + Uyy T %az = 0.

Hasta aqui hemos supuesto que el calor no se genera ni se pierde
dentro del sélido, sino que solamente se transfiere por conduccién.
En el caso de que exista una fuente uniforme en la totalidad del volu-
men del adlido que genere calor en una proporecién constante ¢, donde
¢ expresa la cantidad de calor generado en la unidad de volumen y
on la unidad de tiempo, la ecuacidén del calor tome la fuerza

4 gty = KVou + ¢.

La deduccién de la ecuacidn del calor en la SBec. 6 puede modificarse
para obtener las formmla (4) si el postulado de la continuidad de u
¥ de sns derivadas se amplia pare incluir los casos en que esté pre-
sents una fuente uniforme y constante,

Las condiciones de contorno que describen las condiciones térmi-
cas en la superficie del sélido y la distribucidn inicial de temperaturas
en todo el volumen del mismo deben acompafiar a la ecuacién del
oalor 8i gueremos determinar la funcién de temperaturas u. 8i, por
ejemplo, el plano x = ¢ es una superficie limite que se encuentra
perfectamente aislada, la condicién de contorno es en este caso

(6) ug{0y.2,8) = 0

porgue — Kug(0,y,2,8) es el flujo de calor a través de este plano.

- El postulado @ = — X dufdn se aplica también a la difusién gimple
para representar el flujo de una sustancia que se estd difundiendo
dentro de un sblido poroso. En este caso la funeién u expresa concen-
tracidn (masa dé la sustancia que se difunde por unidad de volumen
del sblido) y K es el coefictente de difusién. Puesto que el contenido
de la sustancia en una regién dada es la integral de u extendida a
toda la regién, podemos remplazar en la deduccién de la Sec. 6, ¢
por la unidad y podremos comprobar que la concentracién u satis-
face la ecuacién de la difusién

{6) ug = KVt

PROBLEMAS

1. Bea u(x) la funcién de distribucién de temperaturas en régimen esta-
clonario en una barra limitada por los plancs z = 0 y # = b, cuando estos
limites se conservan a laa temperaturas fijag « = 0 y u = u, respectiva-

T
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mente. Plantear el problema de contorne para w{x) y resolverlo pars de-
mostrar gue

g b
() = -b-— z, O = —K ;,
o

donde ® es ¢l flujo de oalor a través de cualguier plano x == =, (0 = 2, = b).

2. Una barra ccupa la vegién 0 = x == b. Hey un flujo constante de calor
& = ¢q que penetra en la barrs a través de la cara x = 0, La cara x = b se
conserva a la temperatura u = 0. Plantear y resolver el problema de contorno
para la distribucién de temperaturse en estado estacionaric u(x) en la harra.

¢o

Sobucidn: u(z) = % (b —a)

3. La barra 0 =z £ & estd sujeta a una trunemision de calor superficial
por pus ceras # = 0 y 2 = b al medio que la rodes, 'de acuerdo con la ley lineal
giguiente. El flujo que sale de cada cara es praporcionsl a la diferencia entre la
temperatura de la cara ¥ 1a temperatura del medio adyacente, Sea la constante
positiva H el factor de proporcionalidad pars ambaa caras. Si el medio x < 0
tiene la temperaturs cero ¥ el medio # > & tieme la temperatura constante T,
verificar que el problema de conterno para las temperaturas de régimen es-
tecionario u(x) en la harra es

u(z) = 0 (0 <z < &},
Kuw'{0) = Hu(0), —Ku'{by = H[u{b) — T4).
Poner h = H{K y demostrar qué
wix) = it (he + 1)
bh - 2

4. Bi en todo el interior de un sélido se genera calor en une cantidad ¢ por
unidad de volumen y en la unidad de tiempo, indicar por qué la Ec. (B) de la
Bec. 6 debe ser modificada para que guede en la forma

'n(‘)=—ffs.-1m,dzi+fff&qdl’. ‘

Sea g une constante ¢ una funcién cootinue de z, ¥, z,. Postulemos ahora como
anteriormente la continuidad de % y sus derivadas. Completar la deduccién dela
forma (4), 8ec. 7, de la ecuacién del calor cuando ¢ es la funcién que se ha dicho.

5. Sea u{x,t) la distribucién de temperaturas dentrc de un eélido gue no
contiene fuentes. Considérese un elemento cilindrico interior sl sdlide tal que
¢l eje del cilindro sea parelelo &l eje de las x y de longitud Az. 8i el Area de la
" baee del cilindro es A, demostrar por qué

Al—Kug(z,t) + Euzlz + Az, 8)] = ced Az wilnyt)

aproximadamente si Az es pequefio, y¥ cbtener asi la Ee. (2). Seo. 7.

-§. Supdngase que en el Prob., 5 e genera calor en una cantidad constante g
por unidad de volumen y en ]a unidad de tiempo en la totalidad del aélido ¥
dedtizoase 1a ecuncidn.

Sothy = Ktbge + 4.

7. Ben u(z,t) la distribucién de temperaturas en un aelambre delgado exten-
dide a Yo largo del eje de las = cuando la transmisién de calor tiens lugar a lo
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largo del ahmbre hocia el medic ambiente que se encuentra a la temperaturs
fija 7. Bi la tranamisién de ealor en la unidad de tiempo por unidad de longitud
del alambre es propurcional s u{z,2} — T, utilirar el procedimiento indicado
en el Prob. & para deducir la ecuacién

Uy = Kuze— Au — T) (A constante, A = 0).

8. Hi los coeficientes térmicoa ¢, y K son funciones de z, y, ¢ ¥ ¢, modificar
Is deduceidn de Ia Beo. 6 para demostrar que la scuacidn del calor toma la forma

Cuis = {Ktix)y + (Euyly + (Kus)e

en un dominio donde todag las funciones y derivadaa que comprende esta
scuacién sean continusa,

8. Ecuscién de Laplace. Una funcién u{x.y.z) continua, con de-
rivadas parciales de primer y segundo orden también continuas ¥
que gatisface la ecuacién de Laplace

) Vi — 0,
donde V2 es el operador de Laplace

(2) V’u-——djv(gmdu)-_—m—}-u”+uu,

se llama funcidn arménica.

Hemos visto que las temperaturas en el estado estacionsrio en los
puntos interiores de un sélido en el que no se genera calor estdn repre-
sentadas por una funcién arménica w. De hecho, la funeién tempera-
tura sirve como funcidén potencial para el flujo de calor, en el sentido
de que — K grad u representa la velocidad del flujo calorifico por
conduceidn, y por consiguiente, — K du/dn representa el flujo calo-
rifico en la direccién de la coordenada n.

La concentracién en el estado estacionario de una sustancia gue
so difunde (Sec. 7) estd representada ignalmente por una funcién
armonica. La Ec. (8), Sec. 5, nos muestra que los desplazamientos
estdticos transversales z(x,y) de une mernbrana tensa satisface la
ecuacién de Laplace en dos dimensiones. En este caso los desplaza-
mientos son el resultado de desplazamientos perpendiculares al
plano xy de partes del bastidor que soporta la membrana cuando no
- actian fuerzas exteriores més que en el contorno.

Entre los muchos ejemplos fisicos de funciones armdnicas, uno
sobresaliente es el potencial de velocidades en el movimiento perma.
nente irrotacional de un fluido incompresible, de gran interés en hi-
drodindmica ¥ aerodindmica 2.

1 Ver Cap. 8 del libro del mismno autor «Complex Variablea and Applicationss
relacionado en la bibliegraffa sl final del libro.
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Una funcién arménica importante en la teoria del campo eléotrico
es el potencial electrostdtico ¥(z,y,z) en una regién del espacio libre
de cargas eléetricas. El potencial puede estar producido por alguna
distribucién de cargas eléctricas situadas fuers de aquella regién.
El vector-grad V representa la intensidad de campo electrostdtico
en (z,,2) que es la fuerza eléotrica que se ejerceria sobre la unidad
de cargs positiva colocada en aquel punto. El hecho de que ¥ sea
arménics es una consecuencia de la Ley de atraccién o repulsidén
entre cargas eléctricas en proporeién inversa al cuadrado de la dis-
tancia.

Anédlogamente, el potencial gravitatorio es una funcién arménica
en los dominios del eapacio gue no contienen materia.

Loa problemas fisicos tratados en este libro pueden llmltarse 8
aquellos para los que en este capitulo se han deducido sus ecuaciones
diferenciales. Se muestran ecuaciones satisfechas por otras poocss fun-
ciones de las ciencias fisicas con objeto de indicar la gran variedad
de aplicaciones de las ecuaciones en derivadas parciales. Las deduc-
ciones de las ecuaciones pars otras funciones podrén encontrarse en
textos de hidrodindmioa, elasticidad, vibraciones y sonido, teoria
de campos eléctricos, teorfa del poteneial y otras ramas de la mecé.-
nica del continuoc.

9. Coordenadas cilindricas y esféricas. Las coordenadss cilindri-
cas {p,$,z) mostradas en la Fig. 4 determinan un punto P cuyas coor.
denadas cartesianas rectangulares son

(1) T = pcos e, ¥ = p sen ¢, z=2z

Segln eso, p y ¢ son las coordenadas polares del punto @ en el
plano xy, donde § es la proyeceién de P sobre este plano.
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Lag relaciones (1) pueden esoribirse
Y

{2 P=/2 + y¥, ¢=—-&mtg;, z =2z,

donde el cuadrante al que pertenece el dngulo ¢ eatd determin
por los signos de x e y, ¥ no eclamente por la relacién yfx.

Sea u una funcién de 2, y y z. Segiin la Ec. {1} es también una {
cién de Ias tres variables independientes p, ¢ ¥ 2. Si # y svs deri
das de primero y segunde orden con respecto a esfas variables
funciones continuag, podremos obtener la laplaciana de u relativ:
estas variables con el empleo repetido de la regla de derivacién
funciones compuestas.

Teniendo presentes las Ecs. {2) se obtiene

3 Pl udp @ oy

ar Opor  Odpow BoNa Lt P b2ty

donde ¥ ¥ 2 se conservan fijas en la derivacién /8», mientras que ¢
¥ z se conservan fijas en la derivacién ¢/8, y ael sucesivamente, 1
¢ se mide en radianes. Andlogamente

du Ou y fu =
(4) = 2
By B VRt g Pty

De la férmula (3) ze obtiene

u  ou 8 )__811.3 +x8(8u)__y 3(31;)
a2 apax( a¢ax( p ox - p? P\ 0¢
Bfectuando las operaciones de derivacién mdwadas en los dos nlti
mos términos, dan

3 {ou Puz  Puoy
ox ) op?p Sgop pg’
7 (au) By x Puy

w\2g)  wage e

Sustituyendo y simplificando, se sncuentra que

Pu_pOu 2wy du D Pu 2oy Bu |y Pu -

(5) Gy T T Ty T YT

P sap et B p® g p* Ppip gl 35,55:



SEC. ] EQUACTIONES EN DERIVADAS PARCIALES DE LA FisIca 27
De manera semejante se encuentra partiendo de la Eo. (4} gue

Pu_ 220w Zaydu Yo% 2y Pu +x28’-u
W p*0p ot Bp ROt B Dpdp ot gt
Por tanto, la lu{placiam de u en coordenadas cilindricas es

(6)

_ 5 5 ._
) D g e 1% 10w O
B pOp oROP7 02

Agrupando los dos primeros términos y empleando la notacién con
subindices para expresar las derivadas parciales, se puede escribir
en la forma

{8) V&u‘ E p_l(?ug)a. + p—ﬁu“ + Uzz.

Las coordenadas esféricas (r,$,0) de un punto (Fig. 5) estdn rela-
cionadas con z, ¥ y z como sigue:

() x=rsenfcoad, Y = r gen 0 sen ¢, z==rocos9,

La eoordenada ¢ es comiin a las coordenadas cilindricas y esféri-
cas, mientras que las otras coordenadas en los dos sistemas estdn

P(r, ¢r0)

Fia. 5

relacionadas por ecuaciones de la misma forma que las Kes. (1), a
saber,

{10) z=rcos b, ¢ = rsen 0,

En consecuencia, la expresion (7) puede transformarse a coordenadas
esféricas siguiendo los pasos que corresponden a los usados anterior-
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mente ¢ por el cambio de letras apropiado. Efectuando las operacio-
nes correspondientes se obtiene como expresién de la laplaciana en
coordenadas esféricga

an v ¥ 2% 1 Pu 10w cotgddu
O et A A3

Otra forma de esta expresitn es

1 1 1
12 Viu = (ru %, %, sen 0),.
(12) r( )"+r’sen’& “+r=sene( k
PROBLEMAS

1. Deducir lasg formulas (4) ¥ (6) de esta seccidn,

2. Suponiendo que u{»y,z} y sus derivadas parcisles de primero y ssgundo
orden son funciones continuaa, transformar el segunde miembro de la férmula (7)
N gy + Uyy + Urs

8. Demostrar que la férmula (12) es la misma gue la (11).

4. Deducir la férmala (11) de la férmula (7). Sugerencias. Cuando ¢ es fija, v
es funcién de las variables independientes z ¥ o 0, segiin las Ec. (10), de » y 0.
Obtener primero la férmuls

U, = wppr—1 o uptr?
que corresponde & la Ec. (4), después la formula
Upr + Usy = Urr + 1 lur + vy,

correspondiente a la férmula (7) cuando u = u{r,y). :

8. Sea u(r) la funoién de temperatursa en estado estacicnario en un sélido.
limitado por dos eaferas concéntricas r = lyr=r, (0 Ed < 2, 0 S H = m),
cuendo # = { an la superficie interior r = 1 y 4 = u, en la axterior r =1,
donde u, ea una constante. Explicar por qué la esuascién del calor para u(r) se
reduce &

s
drt (ru) = 0

¥ obtener la férmula

Fatlp 1
ulr} = (l——) (1 =r = r).
g — 1 r

8. Bea z(p) wna funcién que representa los desplazamientos estdticos trans-
vergales de una membrans estirada entre don circunferenciaa p = L y p — py €0
el plano z = 0 después de gue el soporte exterior p = p, ha sido desplazado
una distancia z = 2,. Indicar por qué el problema de contorno en z(p) puede
eacribiree

d dz
E_(P_')= (1 <p < po)
P

z1) =0, %(po) = %p»
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y obtener la férmula
log p
log py

7. Indicar por qué las temperaturas en estado estacionario u(p) en un ci-
lindro hueco 1 = p = g, — o0 < 2 < oo, satisface también el problema de
vontorno enunciado en el Prob, 6 8i # = 0 pobre la superficie eilindrica interior
¥ u = 2, acbre la auperficie p = py. Seghn ello, el Prob. 6 es una anselogia en
membrang de eate problema. Se han utilizado peliculas de jabén pere poner de
manifiesto estas analogias.

8. Una fuerze transversal uniforme, de ¥, unidades por unidad de Area,
actiia sobre una membransa estirads entre les circunferencias p =1, 2 =0y
P = pps # = 0. Teniendo presente el Prob. 8, Bec. 5, demostrar que log despla-
gamientos estdticos transversales z{p) satisfacen la ecuucu'm

7 + kop = 0 (ko = FoHY),

zlp) = (1=p =gl

¥ deduecir la fémmula

z(p}——(po —1)(

1 e
i "——-) (1<p o0

logps po'—1

10. Tipos de ecuaciones y condiciones. La ecuscién en derivadas
parciales lineales de segundo orden en w(x.y),

1) Attys + Bugy + Ouyy + Dug + Buy + Fu =6,

donded, B, ..., & son constantes o funciones de x & y solamente, es
de tipo eliptico parabdlico, o hiperbdlico en un dominio del plano xy
8i los valores de la funeién B® — 44 son negativos, cero o positivos,
respectivamente, en la totalidad del dominio. Loa tres tipos requie-
ren diferentes clases de condiciones de contorno para determinar
une solucién.

La ecuacién de Poisson en u{z,y), Viu = @, y la ecuacién de Laplace
son oasos especiales de la Eo, (1) enla que A =C=1,y B, D, B
y F son cero. Por tanto, esas ecuaciones son elipticas sn ouslguier
dominic. La ecouacion del calor uyy — kuy = 0 es parabélica, y la
eounocién de las ondas ugy — aluy, = 0 es hiperbélica.

En la teoria de ecuaciones en derivadas parciales ! se demuestra
que la Eo. (1) puede reducirse a formas generalizadas de la ecuaeién
de Poisson o a la ecuacitn del calor o a la de las ondas, segiin que la
Eo. (1) sea eliptica, parabédlica o hiperbélica. Las reducciones se efec-
than sustituyendo las variables independientes x e y por otras nuevas,

Otra forma especial de la Ec. (1) es la ecuacidon de los telegrafistas.

(2) vz = Klvy + (KR + LS)w; 4+ ESv.

1 Ver, por ejemplo, los textos sobre scusciones en derivadas parciales de
Courant ¥ Hitbert, tomo 2.2, de Frank y V. Mises, 0 ol de Greenspan citados
en la Bibliografia.
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Aqui v(x,t) representa la diferencia de potencial o la corriente en el
momento ¢ en un punto gue dista z unidades de un extremo de la
linea de transmisién o cable que posee una capacidad K, autoindue-
cién L, resistencia R y conductancia de un conductor a otros, todas
por unidad de longitud. La eouacién es hiperbélica si KL > 0. Es
parabdlica en el caso de que K o L sean nulos.

Sea % la funcidn inebgnita en vn problema de contorno. Una ecua-
ci6n que prescriba los valores de la propia « a lo largo de! contorno
se conoce como condicion de contorno del tipe Dirichlet. Un problema
que consista en determinar una funcién arménica en el interior de
un recinto, de modo que esa funcién tome valores prescritos sobre
el contorno del recinto es un problema de Diricklet. En este caso los
valores de la funcién pueden interpretarse como temperaturas en
régimen estacionario y esta interpretacion fisica nos lleva a esperar
que un problema de Dirichlet pueda tener una sclucién tfinica, si las
funcionea consideradas cumplen ciertas exigencias en cuanto a au
regularidad.

Una condicién de contorno del segundo tipo, conocida como condi-
¢ién de Neumaenn, prescribe los valores de la derivada a lo largo de la
normal dufdn de la funcin en el contorno. Entre otras olases de con-
diciones de contorno estén las del tercer tipo en las que pe preseriben
los valores de Au 4 dufdn en el contorno, donde % &8 0 nna cons.
tante o une funcién de las variables independientes.

Si la ecuacién en derivadas parciales en # es de segundo orden
respecto a una de las variables independientes #, y si los valores
tanto de u como u; estdn preseritos en un contorno ¢ = 0, la condi-
0i6n de contorno es del tipe Cauchy con respecto a {. Cuando la ecua-
cién diferencial ea la ecuacién de las ondas g == a%uye, tal condicidn
corresponde fisicamente a la de prescribir los valores iniciales tanto
de los desplazamientos transversales 4 como de las velocidades u; de
una cuerds tensa. Ambas condiciones aparecen como necesarias si
han de determinarse los desplazamientos w{x,t).

Sin embargo, cuando se trata de la ecuacién de Laplace wpe = — w4y
o de la del calor kuzy = u;, las condiciones del tipo de Cauchy con
regpecto a £ no puneden ser impuestas sin severas restricciones. Esto
se intuye como en lo anterior, interpretando w fisicamente, como
funcién de temperaturas. Cuando se prescribe la temperatura «
sobre el contorno # = 0, el flujo Ku, a través del mismo estd deter-
minado ordinariamente por los valores que alli tiene 4 y por otras
condiciones del problema. Reciprocamente, ei se prescribe el flujo
Kug{0,l), se necesitan unas determinadas temperaturas «(0,t) para
producir ese flujo.



CAPITULO 2

SUPERPOSICION DE SOLUCIONES

11, Combinaciones lineales. Si ¢, y ¢, son constantes ¥ u, y ug
son funciones, entonces la funcién

Cytty + Cytip

se llama combinacién lineal de las funciones u, y u, Obsérvese que
¢y, Colty ¥ U, - 1y 80N casos particulares.

De acuerdo con las propiedades elementales de las derivadas, la
derivada de una combinacién lineal de dos funcicnes puede escri-
birse como combinacién lineal de las derivadas de las funciones

8 o o
(1) | (o + cutg) = €3 2 0 2,
te oz . oz

Un operador lineal aplicado & funciones es un operador L que
transforma a cada una de las funciones % pertenecientes a una cierta
clase en otra Lu y que tiene la siguiente propiedad: para todos los
pares de funciones «; ¥ u, de aquella clase se verifica que

(2) Licyu, + cqua) = e layy + cpLlug,

slempre que ¢, ¥ ¢z sean constantes. En particular se tendrs

Lioywy) = ey lany,  Lluy + ug) = Layy + Ly,  L{0) =0

La propiedad (2) puede extenderse inmediatamente, porque si uy
es una tercera funcién de la clase citada, se verifica

Licyuy + cquy -+ cqtty) == Lieyuy 4 cgup) -+ ol
= ¢ Ly + eoloug + colay,
31
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Procediendo por induccién se encuentra que L transforma las com-
binaciones lineales de n funciones de este modo

@ | L(E om)=2']cfm.

=] =1

Hegtn Eo. (1), 9/0x es un operador lineal cuando se aplics a fun-
ciones que tengan derivadas parciales de primer orden con respecto
a 2. Se le conoce con ¢l nombre de operador lineal diferencial, El
soperador f(x,y) x que transforma una funcidn u{z.y) en el producto fu
28 un ejemplo de operador lineal todavia més elemental. Veremos
ahora por qué también son operadores lineales las expresiones fo/dx,
Afoat y fojow + 0foa2.

Dados dos operadores lineales L y M, distintos o no, tales que M
transforma a cada una de las funciones « de una cierta clase en uns
funcién Mwu a la cual se aplica L, entonoes si 4, ¥ ty son dos funciones
de la clase citada, se verifica segin (2) que

(4)  LM{cyuy + cqug) = Lic,Muy + coMuy) = ¢ LMuy + colMu,,

Eg decir, el producto LM de opersdores lineales ea un operador lineal.
Por consiguiente, en el caso de que tanto L como M representen a
o/ 2z se verifica que 9%/6a® es un operador lineal pera la clase de todas
las funciones # que tengan derivadas 4y ¥ Yzy. De forma semejante
8i M es 3/0x y L es f(z,y) X, resulta que f9/0x es un operador lineal
aplicable a u(x,y).

La suma de dos operadores lineales viene definida por la ecuacién

(5) (L + M = Lu + Mu.

8i en ella remplazamos % por ¢y + Gtty, 86 ve que lapuma I + M
es un operador linesl y en consecuencia que la guma de un nimero
finito de operadores lineales es lineal.

Cada términc de una eouacidn diferencial lineal homogénea en
consiste en el producto de una funcién de las variables independientes
por una de las derivadas de u o por la propia ». Por tanto, toda ecua-
oién difereneial lineal homogénea tiene la forma

(6) Lu =0,
donde L es un operador diferencial lineal. En el caso de que

2
® o2

o
=4 4+ B
M L=do + B+ 0o,

? ?
D +EBL 4+ Fx,
DRt
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por ejemplo, donde las letras 4 a F indican funciones de x e y sola-
mente, () es la ecuacién en derivadas parciales lineal homogénesa
en u(x,y) de segundo orden.

Las condiciones de contorno lineales homogéneas tienen también
la forma {6). Aqui, las variables que apareven come argumentos de %
¥ como argumentos de las funciones que sirven como coeficientes
del operador lineal L tienen la limitacién de que deben representar
puntos del contorno.

Sean ahora uy funciones que satisfacen la Ec. (6), esto es, Luy = 0
(=12, ..., n). De la Ee. (3) se deduoce que tods combinacién
lineal de estas funciones, también satizface aquella ecuacion. Enuncia-
remos el principio de superposicién de soluciones, fundamental para
uno de los métodos mds poderosos de resolucidn de problemas de
contorno lineales, como sigue. '

Teorema 1. Si cads une de las n funciones uy, 4y, ..., un satisface
une ecuacidn diferencial lineal homogénea, enionces, cualguier combi-
nacién lineal de esas funciones

(8) ’ U = Cylty -+ Cylg - ¢ - - - Cnln,

donde las ¢ son constanies arbitrarias, satisface agquella ecuacién dife-
rencial. Si cada una de las » funciones satisface una condicidn de con-
‘torno lineal homogénea, entonces cualguier combinacién lineal (8) satis-
face esa condicidén de contorno. _

12. Ejemplos., El principio de superposicién es de utilidad en las
ecuaciones diferenciales ordinariss. Por ejemplo, de las solucicnes
particulares y = e* e ¥y = e~% de la ecusacién lineal homogénea y"' —
— y = {, puede obtenerse Ia solucién general y == ¢e% 4 ¢pe™%.

Para ilustrar la aplicacién del Teorema 1 a las ecuaciones en deri-
vadas parciales, consideremos la ecuacién del calor, lineal homogénea

(1) ()t} = Uzz{®,d)
¥ las dos condiciones de contorno lineales homogéneas
2 u{0,8) =0, ug(li)=0.
Es facil comprobar que cada una de las funciones
g =1, wy=exp{~—ntr)cosnnz (=12, ...},

donde exp r indica la funcién exponencial e, satisface la Ee. (1) ¥ las
condieiones (2). Por tanto, toda combinacién lineal

m

3 % =¢4 + E Cn eXp (— n?n¥) ocos nnx

n=1
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de aquellas funciones satisface la Ec. (1) y las condiciones (2).
Debe hacerse notar un principio de superposicidn para ecuaciones
lineales no homogéneas. La funcién

4) U= Uy + Uy
claramente satisface la ecuacién diferencial lineal
(5} Iu = f 1+ f 2

donde f; y f; son funciones de las variables independientes sola-
mente, si

(6) n=f y ILuy=fa

donde L es el mismo operador diferencial lineal de la Ee. {8). Obsér-
vese que en el cagso de que f, es idénticamente cero, entonces u, es
una solucién de la ecuacién homogénea Lau, = 0.

E! principio es también valido cuando las Kes, (5) y {6) represen-
tan condiciones de contorno lineales.

18, Series de soluciones. Con objeto de extender los resuitados
anteriores sobre combinaciones lineales de soluciones a una sucesién
infinita de funciones #,, #,, ..., trataremos primeramente de la con-
vergencia y derivabilidad de una serie infinita de funciones.

Sean las constantes ¢, ¥ las funciones u, tales que la serie infinita
de términos cauy converge en algtn dominio de las variables inde-
pendientes, La suma de esta serie es una funcién «,

{1 u= 3 oytn.

frml

Bi z representa una de las variables independientes, la serie es
derivable, o derivable término a término, con respecto a z si sus térmi-
nos son tales que existen las derivadas dug{éz ¥ dufcx y, ademds, la
gerie de las funciones ¢q0ugs/Ox converge hacia 2ufca; esto es, Bi

o Oun
2) gx“--—- Gn-a:—

=T

Noétese que una serie para ser derivable debe ser convergente
necesariamente. Las condiciones de derivabilidad suficientes se indi-
cardn en la Sec. 14,

Si, ademds, la serie (2} es derivable con respecto a z, entonces la
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serie (1) es derivable dos veces respecto 8 z, y asi sucesivamente
para otras derivadas.

Sea f una funcién de las variables independientes. De acuerde con
la definicién de la suma de una serie infinita, se deduce de la Ee. (2} que

R Zc»—mhmf Zc,,u,,

n -Q'W b o n-]_

Aquf puede remplazarse el operador 8{8z por otras derivadas ai
la serie las admite. Sea L un operador lineal que consiste en el pro-
ducto de una funecién f por una derivada, o una suma de un ntimero
finito de tales términos. Sumando miembro s miembro ecuaciones
semejantes a la (3) se tendrd que -

L B -

(4) Lu = lim L(Ec,,u,,)

Aol

La suma del segundo miembro de la Ee. (4) es una combinacion
lineal de las funciones #,, U, . . ., thy. Si cada una de las funcionea uy,
satisface la ecuacién diferencial lineal homogénea Lu, = 0, se deduce
entonces del Teorema 1 que

"
L (E c,,u,,) =}
fa=1

para cualquier m; por tanto, Ly = 0, segiin la Ec. (4).

Una condicién de contorno lineal homogénea puede representa.rse
también por una ecuacién Lu = (. En este caso podemos exigir que
la funcién L satisfags una condicidn de continuidad en puntos del
contorno para que sus valores en ellos representen los limites de los
valores que va tomando la funcién al aproximarse a aquellos puntos
desde el interior del dominio.

Queda, pues, eastablecida la siguiente generalizacién del Teorema 1.

Teorema 2. 8¢ cada una de las funciones de Iz sucesidn infinita
Uy, Uy, ... Satisface une ecuocidn diferencial o condicidn de contorno,
ambas lineales homogéneas Lu = 0, la funecidn

(5) w= 3 ontin

flm]

también saiigface Lu = 0, supuesto que las constantes o y las funciones
Uy son tales que lg serie converge y es derivable para todas las deriva-
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das que entran en L, y tales gue las condiciones de continuidad exigidas
en el contorno son cumplidas por Lu cuando Ly = 0 es una condicidn
de contorno.
14. Convergencia uniforme, Ejemplo. Recordaremos algunos ex-
tremos sobre las series de funciones uniformemente convergentes 1,
Sea S(z) la suma de une serie infinita de funciones vg(x), conver-
gentes para todoe los valores de x en un cierto intervalo,

o
M 8)= 3 @) =limSalz) (@=z<d),
R m—r
donde Sp{x) es la suma parcial formada por los m primeros términos
de la serie. La serie converge uniformemente respecto a x si el valor
abscluto de su resto Rp{x) = S(z) — Sm(z) puede hacerse tan pequetio
como se quiers, pars cualquier valor de x en el intervalo, tomando
m suficientemente grande; esto es, si para cada niimero positivo arbi-
trario e existe un entero m, tndependiente de » tal que

(2) | 8{x) — Smlx)| << e siempre que m > m, {6 =z = b).

El criterio M de Weierstrass proporciona uns condicién suficiente
muy atil: Si existe una serie convergente de constantes positivag,

i M, tal que

fim]

(3) | otz | < Ma (@ £z £8),

la serie (1) es uniformemente convergente en el mismo intervalo.

Debido a que 8(z) = Spu(z) + Bu(®) ¥y que | Rp(z) | es uniforme-
mente pequefio cuando m es suficientemente grande, pueden estable-
cerse las siguientes propiedades de las series uniformemente conver-
gentes.

Si las funciones vn(z) son continuas, y i la serie (1) es uniforme-
mente convergente, entonces la suma S(x) de esta serie es también
una funeién eontinua; esta gerie puede integrarse término a término
sobre el intervalo para dar la integral de S(z) sobre el mismo intervalo.

8i las funciones vy y sus derivadas ¢, son continnas, si la serie (1)
converge, ¥ si la serie cuyos términos son v'g(x} es uniformemente
convergente, entonees la serie (1) es derivable con respecto a z.

Be llega a resultados andlogoa para las serics de funciones de dos
o més variables independientes.

1 Véase, por ejemplo W. Kaplan, +Advanced Calcnlues, phga. 338 y siguien-
tes, 1962,
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Ejemplo. Utilicemos loa resultados anteriores y el Teorema 2
para escribir una solucién més general del ejemplo relativo a la ecua-
ci6n del calor de la Sec. 12. Coneretando, ahora exigimos a la funcidn «
que satisfaga la souacién

{4J uzx(z:t) - ul(x:t) =0

en el dominio 0 < # < 1, i < {, cuando ¢, > 0 ¥ las dos condiciones
en los limites del tipo de Neumann z =0y x = 1:

{5) ‘“z(o,t) = 0’ ux(l:t) = 0:

ademis, uz(z,t) ha de ser una funcién continua de x en el intervalo
cerrado (0 £ 2 < 1 para cualquier ¢ fijado (i = {,). Entonces, u(0,f)
es precisamente el limite de u.(z,) cuando z tiende a O desde el
interior del intervalo, ¥ &nzilogamente para ug(1,t); es decir, las con-
diciones (5) llevan ahora consigo que

tigl-- 0) =0, wp(l —0,5) =0 {t =& > 0).
Vimos en la Sec. 12 que todas las funciones de la sucesién infinita
#y = 1, Up = exp (—n?n¥)copnre (n=12,...)

satisfacen las ecuaciones homogéneas (4) y (5). Estas funciones y sus
derivadas parciales son continuas pars todos los valores de x. Segin
el Teorema 2, la funcién

(6) u(r.t) = ¢ + Z Cn Xp (— nPn’f) cos nrx

=l )
también satisface las Eos. {4) y (B5) si los coeficientes constantes cy
de la serie infinita pueden restringirse de modo que la serie sea deri-
vable una vez respecto a t y dos veces respecto a & ¥ que 4 8ea con-
tinua respecto a x (0 £ =z = 1). Demostraremos ahors por qué

quedan sstisfechas esas condiciones cuando la sucesién de constan-
tes ¢y 3 acotada, esto es, enando existe un nimero N tal que

) loa| SN (n=01,2,...).
Los términos cuety de la serie (6) satisfacen la condieién

(8) | ey €xp (~— nPr¥) cos nmx | < N exp (—nPn¥y) (¢ = 4)
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y ol criterio del cociente prueba la convergenecia de la serie cuyos
términus gon las constantes N exp (--nin®ty) ouando {; > 0. La
serie (8) es, por tanto, absolutamente convergente segfin el criterio
de comparacién y también uniformemente convergente con respecto -
8 & y & segln el criterio de Weierstrass. De manera semejante ve-
mos que

l 2 (on2en) ‘ = Nrn exp (— nin?,).
o

La serie de constantes n¥ exp (— n?n%,), donde k es cualquier niimero
entero, converge de acuerdo con el criteric del cociente. En conse-
ouencia, la serie cuyos términos son (cattn)y es uniformemente con-
vergente oon respecto a z; de hecho, lo es con respecto al par x y i.
La serie (6) ea, por tanto, derivable con respecto & 2, ¥ la suma u.(2,1)
de la serie derivada es continua con respecto a x para todos los valo-
res de x cuando ¢ = I,

La convergencia uniforme de la serie de derivadas (extin)es, que
8 la misma que (C4%s)t, 8 también evidente. Asf, la serie (8) es deri- -
-vable dos veces con respecto a % y una vez con respecto a ¢. Su suma «
satisface, por tanto, las condiciones {4) y (5), ¥y contiene un nimero
infinito de constantes cs, arbitrarias excepto en que deben cumplir

la condicidn (7) de estar acotadas.
Mée tarde veremos que esas constantes pueden determinarse de
forma que u satisfaga una condicién inicial no-homogénea.

(9 u(2,0} = f(z) {0 <z <)

Entonces, fisicamente, u representard temperaturas en una barra
0 < 2 £ 1 con caras térmicamente aisladas, segdn las condiciones (5),
¥ con temperaturas iniciales dadas por la condicién (9.) Obsérvese que
la condicidn (9) es satisfecha por la funcién (6) si puede determinarse
¢n de modo que f tenga la representaciéon

o=
(10} Jiz) = ¢y + Ec,.cos nnx (0 <z < 1),
n=1
PROBLEMAS
1. Verificar cada uno de los productos ¥y, = ¢os nx senhny, donden = 1, 2,...,
asf como la funcién w, = y setisface la ecuacidn de Leplace nayt + w4y =0y

las tres condiciones de contorno

ug{0,y) = the(m,y) = u(z,0) = O.
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Aplicar después ol Teorema 1 para demostrar que la combinacién lineal

m

U = CoYf + E ¢y cos na senh ny
n=1

satisface también la ecuacién diferencial y las condiciones de contorno no indica-
dos. Determinar los valores de los coeficienter ¢y para loa cusles esa combina.
cién lineal saiisface también la condicidén de contorno no-homogénea

u(x,2) = 4 + 3 cos 2 — cos 2z,
Solucidn ¢, = 2, ¢; = 3fsenh 2, ¢; = — 1fsenh 4, t5 = O cuandon > 2.
2. Demostrar que todas las funciones )
exp [— {n — Y'nit)sen [(n — Ygra]  (n=1,2,...)
satisfacen la ecuscién del calor
nue{,t) = gglz,t}
¥ laa condiciones de contorno
w(0,8} = 0, (1,8} = 0.
Aplisar despuéa el Teorema 1 para demostrar que la funeién

() = N on oxp f—(x—1y ] som [{n — Yy)ma]
faal

satisface también las tres souaciones. Determinar los valores de las constantes cy
tales que esta funcién satisfage también la condicién de vontorno no-homo-

génea
fnx
n
2

.

u(x,0) = 2 gen %ﬁ —Be

Solucidrne) = 2,¢; = 0,6y = — 1, ¢4 = {cuandon > 3.

3. Verificar que deda una de las funciones

fm=12...,n=0,1,2...}
satisface la ectacion en derivadas parciales de Laplace
Uae(®Y:2) + Up(E:ys2} + valayz) = 0
¥ las condiciones de contorno

u(04,7) = wim,y,2) = uy(2,0,2) = wle,me) = 0
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Utilizar una superposicién de soluciones para obtener una funcién gue satis-
fagse no solaments la ecuacién de Laplace y csas condicioves de ocontorno,
sino también la condicién

g {z,y,0) = (—8 + 5 cos 4y) sen Jx.
Solucidn 4 = (2e782 — 4~ B2 con 4y) sen Jz.

4. Bean 1 ¥ v doe funciones que satisfacen la ecuacién del calor en x y &
esto es, 4y = kuze ¥t = ktge, donde & puede ser una funcién de o y 2. Mul-
tipliquense los miembros de las dos ecuacionesa por las constantes ¢, y ¢,, respec-
tivamente, y efectiess la suma para demostrar que la combinacién lineal
o -+ o satisfoce tembién la eocuacién. Este prooedmento muestra una
variacién de la demoatracién del Teorema 1

8. 8i un operador I $iene las dos propiedades

L{u, -+ uy) = Lty + Lu,, Ll{ew) =

pars las trea funciones u, &, ¥ ¢ ¥ para cualquier constante ¢, demostrar que L
es lineal; esto es, demorirar gque tiens la propiedad (2). Bee, 11,

8. Si u, ¥ u, satisfacen una ecuncitn diferenciel lineal no-homogénes Lu = f,
donde f es una funcién de las variables independientes solaments, probar que
la combinscién lineal ¢4, + 44, No satisface esa ecuaci6n a8i ¢, + ¢, % 1.

7. Obeérvese que las dos funciones y, — 2! e g, = (xr + 1)~ satiefscen
la ecuacién diferencial no-lineal ¥ 4 % = 0. Bi ¢ es una constants (c # 0,
¢ # 1), demostrar que ni oy, ni ¢y, satisfocen esa ecuacibn,

Demostrar que tampooo la satisface la funcién ¥, + ¥,

8. Emplear casos especiales de operaciones lineales, tales como Lu = au y
Mu = juftxr pars demostrar que los operadores LM y ML no siempre son el
mismo.

8. B, c® o8 una sucesién acotada de constantes e y, > 0, prebar que Ja fun-
eidn

-]
u(z,y} = E Cné ™"V gen nx ¥ 2w

a=]

es dor veces derivable con respecto & x e ¥, ¥ yue satisface la ecuacién de La.
place en el dominio ¥ > y,.
10. Bintjogl S N{n=1,2,...), donde N es una constante, probar yue
la funocidn
-]

Hx,t) = Z Cq 8681 1T CO8 N

Al

satisface la ecuacién de las ondas 4 = Yoo pers todos jos valores de x y de 2.

15. Integrales de las soluciones. Otro tipo de extension del con-
cepto do combinaciones lineales de funciones que satisfacen condi-
ciones lineales homogéneas, se muestra con el siguiente ejemplo. Aqui
la. superposicién consiste en una integracién con respecto a un pard-
metro « en lugar de una suma con respecto a un parimetro .
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Las funcionea del conjunto exp (— ay) sen «x, donde el pardmetro «
er independiente de x e y, satisface la ecuacién de Laplace.

) Uza(2.y) + Uyy(@y) = 0
¥ la condicién de contorno
2 u(0,y) = 0,

Las funciones indicadas estdn acotadas en el dominic > 0,y > 0
cuando « = 0. Podemos demostrar que su combinacién del tipo

(3) uz,y) = /uwg(m)e'” sen ox du (x> 0,y >0}

represents, también una solucidén de las condiciones homogéneas (1)
¥ (2), acotadas en el dominio # > 0, ¥ >> O pars toda funcién g(=)
que esté acotada ¥y sea continua en el intervalo semi-infinito « = 0
y absolutamente integrable a lo largo de ese intervalo.

La funcién (3) satisface la condicién de contorno

(4) u({z,0) = fmg(oc) sen oz do x> 0)
. o

en la parte pogitiva del eje de las x. Con la teorfa de las integrales
de Fourier mostraremos més tarde cdmo puede determinarse g,
incluso euando las condiciones anteriores relativas a g sean algo menos
severas, de modo que Ia integral en la Ec. (4) represente una funcidn
dada f(z). -

Para demostrar que la Ec. (3) representa una funcién u acotada
¥ continua que satisface las Eca. {1) y (2), emplearemos los criterios de
convergenocia de las integrales impropias que son andlogos & los de las
series infinitas 1. )

La integral de is Ec. (8) convergs absoluta y uniformemente con
respecto & = e y porgue

(5) | glade=¥ gen ax | = | g(a) | (# =0,y 20)

¥ ¢ es independiente de x e y, v absolutamente integrable de cero a
infinito con respecto & . Ademéds

8) luzy) | gL/O‘ | gla)e=7 sen az | du gji | gle) | de,
o

! Kaplan, ob. cit,, pdge. 372 y siguientes,
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por tanto, u estd acotada; asimismo, es funcién continua de x e ¥

( 20, y 20) a causa de la convergencia uniforme de la integral

¥ la continuidad del integrando. Es claro que # = 0 cuando = = 0.
Cuando y > 0 es cierto que

(7 o [E) L - P fw P - . d
r _ = ____ e--‘x Hen J— _ —_ .
o \ gle ox o = \ [g{z)e~"¥ sen ax] de;

porque 8i | g(a) | < ¢y @ ¥ = ¥, donde y, es algin nimero positivo
pequefio, entonces el valor absoluto del integrando de lo integral
de la derecha no supera a g,oexp (-— ugyy), que es independiente de %
e ¥ e integrable de w = () a « = oo. De ¢llo se deduce que la integral
es uniformemente convergente; por tanto, la integral (3) es derivable
con respecto a ¥, y andlogamente para las otras derivadas conteni-
das en el operador de Laplace V2 —= 28/da22 |- &2/dy®. Por tanto,

(8) Viy =fmg(a)vﬂ[e"*? sen ax] de =0 (x > 0,y > 0).
0

16. Separacion de variables. Tratemos de encontrar una fér-
mula para los desplazamientos transversales y(x) de una cuerds
estirada entre los puntos (0,0) ¥ {¢,0} si la cuerda se encuentra des-
plazada inicialmente a la posicidén y = f(z) ¥ deade ella se la deja
libre.

Al llegar a este punto, algunos de los pasos conducentes a la solu-
¢ién deben ser formales, o de puro manejo de férmulas y céleulo. Su
validez no podré ser establecida hasta vwn desarrollo posterior de la
teoria.

Supondremos que a lo largo de la cuerda no actian fuerzas exte-
riores. Entonces la funcién y satisface la ecuacién de las ondas
{Sea. 3).

(1) Yo = a"Yzalzt) 0<a<e t>0).
También debe satisfacer las siguientes condiciones de econtorno:

(2) S’(O,‘) - 0’ : y{ﬂ,t) == 0: y;(x,O) = 0’
(3) y@.0) = f(=) ©0=swz=o),

donde la funcién de los desplazamientos prescrita f es continua en el
intervalo 0 =z < ¢ y fl0} = flc) = 0.

Con objeto de encontrar un conjunto amplio de soluciones particu-
lares de todas las condiciones homogéneas (1) y (2) del problema de
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contorno anterior, utilizando ecuaciones diferenciales ordixmri#s,
determinaremos en primer lugar aquellas funciones del tipo

4) Y(zt) = X(z)T()
que sabisfagen laa condiciones mencionadas, Obsérvese que X es
solo funcién de 2 y 7T solo funcién de ¢.
Bi Y satisface la Ee. (1), entonces
X(=)T"'(t) = atX"(x)D(¥).

Dividiendo por ¢*X7T para separar las variables:

xn{w] _ T"{‘)
Xiz) a*d'(t)

(8)

Siendo el primer miembro funeién de 2 sclamente, no puede variar
con . Bin embargo, es igral a una funcién, que lo es solamente de ¢
¥ que, por consiguniente, no puede variar con x. Por tanto, ambos
miembros han de tener algin valor constante en comfin, que desig-
naremos por — i; esto es,

(6) X'"a) = —3X(z). T = —raT().

8i Y ha de satisfacer la primera de las condiciones (2), entonces
X(0)T(t) ha de anularse para todo valor de ¢ = 0). El caso T'{{} = 0
para cuslquier ¢ es trivial, puesto que la funeibn ¥ = O siempre
satisface ecuaciones homogéneas lineales; debe, pues, ser X(0) = 0.
De modo semejante laa dos tltimas condiciones (2) quedan satisfechas
por Y &i X(e) =0y T'(0) = 0.

Resulta, pues, que ¥ satisface las condiciones (1) y (2) cuando X
y T satisfacen estos dos problemnas homogéneos:

(7 X&) + 2 X(@) =0, X(0)=0 Xz) =0,
(8) ) + 2:a?T(#) =0, I"(0) =0,

donde el pardmetro » tieno el mismo valor en ambos problemas.
Para hallar soluciones no triviales de egte par de problemas, obser-
vemos en primer lugar que el Prob. (8) tiene una sole condicién de
contorno ¥, por tanto, muchas soluciones pars cada valor de A.
Teniendo el Prob. (7} dos condiciones de contorno, es posible que para
valores excepeionales de i posea soluciones no triviales. Como veremos
en ol capitulo siguiente, el Prob. (7) es uu caso especial del problema,
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de Sturm-Liouville, ¥ 2 ha de ser un ntimero real si el problema ha
de tener una solucién no trivial.
8i » =0, la ecuacién diferencial del Prob. (7) se convierte en
X"(x). = 0y su sclucién general es X = Az + B. Puesto que B = 0,
#i X(0) = 0, resulta X{¢) = Ac = 0 solamente si 4 = (; por tanto,
este problemas solo tiene la solucién trivial X{z} = 0 cuando i = 0.
Cuando A > 0, la solucién general de X" + AX == 0 es

X(=) = Clsenx‘\/i-i—Cgcosw\/i.

Entonces X(0) = 0s8i =0y X(¢) =Usisenc A/% = 0; es decir,

(9) VA= m=1,2 ...
[

Entonces, aparte de un factor constante,

(10) X — gen 02 m=12,...).
C

Los nlimeros » = n?n?/c? para los cuales el Prob. {7) posee soluciones
no triviales se denominan valores propios o autovalores de aquel pro-
blema, y las funciones (10) son las funciones propias o autofunciones
correspondientes. '

En el caso de que i < 0, pongamos » = — p?, donde 1 es real.
Entoneces

X = Cysen px

ee la solucién de X'’ — p3X — 0 que satisface la condicién X{0) = 0.
Al ser senh pe 3 0, Gy = 0, si X(c) = 0. Asi, pues, el Prob. (7) carece
de autovalores negativos.

Cuando 1 = n?n%/¢?, el Prob. {7) es un problema diferente para
cada entero positivo n. Para un enterc fijo » tiene la solucion (10),
¥ el Prob. (8) se convierte en

T(t) + nin2a2c—2T(t) = 0, T'(0) = 0;
por consiguiente, aparte de un factor constante,

nrat
T = cos -——
¢
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Por tanto, todas las funciones de la sucesién infinita

i
11 Yalvt r-:sen’i#fehs nrat n=12 ...) .
)
¢ €

satisfacen todas las condiciones homogéneas (1) y (2).

El procedimiento seguido muestra un método fundamental para
obtencién de soluciones particulares de condiciones homogéneas en
problemas de contarno, el método de separacidn de variables.

Una combinacién lineal de un ntmero finito de las funciones (11)
satisface también las condiciones homogéneas {Teorema 1). Poro
cuando ¢ =0, s reduce a una combinacién lineal de un ntunero
finito de las funciones sen (nnzfc), ¥, por tanto, no satisfard la condi-
cién no-homogénea (3) excepto en el caso de que f(x) tenga ese carde-
ter especial.

Obgérvese que una suma de funciones del tipo X{x)T'(!) no es
generalmente una funcidn de este tipo. Por ejemplo, la suma 2 -+ zt
no es de este tipo.

Segtin el Teorema 2, la funcién

nmat

(12) yxd) = E by sen 7 cos —~

fne=l -

satisface también las condiciones (1) ¥ {(2), supuesto gue los coefi-
cientes by cumplan las eondiciones apropiadas. Esta funcién satisfard
Ia condicién restante (3) si f puede ser representada en la forma

(13) flz) = E e i 0 sz 0.
ne=1 :

En la seceién siguiente indicaremos por qué los coeficientes by han
de tener los valores

(14) n“—f flz) sen —----—d:c (n=1,2,...)

si ha de tener validez la representacién (13).

La solucién formal de nuestro problema de contorno relativa a
los desplazamientos de la cuerda es la Férm. (12), en la cnal los
coeficientes tienen los valores {14).
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17. La serie de Fourier de senos. Recordemos que

mnx nmr m——R)nr m -+ n)nx
2g9en —— sen — = cos8 ( ) s(———:t-—)—-,
¢ ¢ c ¢
nE 2nmr
2gen! — = 1-—cos ;5
¢ c

de donde se deduce que, cuando m ¥ n son enteros,

e 0 Bim £ n
(1) f sen-«-——sen—-dx 6

¢ .
2 Bim=mn

La sucesién de funciones sen (nnzjc) (n = 1, 2, ...) es, por tanto,
ortogonal en el intervalo 0 < 2 < ¢; esio es, la integral, extendida a
lo largo de ese intervalo, del producto de dos funciones eualesquiera
de la sucesién es nulo.

En la Sec. 18 tuvimos necesidad de determinar los coeficientes by
de manera que una serie de aquellss funeiones seno convergiera a
una funcién dada f(x) en el intervalo 0 < & = ¢. Suponiendo que un
tal desarrollo es posible, a saber,

@) f@) = bysen ™ + byson 7 4 ..t bysen P 4.,
c ¢ ¢

¥ que la serie puede integrarse término a término, después de haber
sido multiplicada por sen (n=zfc), podemos utilizar la propiedad de
ortogonalidad (1) para hallar una férmula que dé by.
Multiplicquemos todos los términos de la Ee. {(2) por sen (anzfc) e
integremos de z = 0 a ¥ = ¢. El primer término del segundo miem-

bro se convierte en
e TE NTE
b, sen — sen — dx.
i) c 4]

Segiin la propiedad de la ortogonslidad, es cero a menos quen = 1.
De manera semejante, todos los términos del segundo miembro,
exeepto el enésimo, se anulan. Teniendo presente la propiedad (1),

resulta
‘/ f(z)sen il b,,fse’—da:——;cbu
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De aqui se deduce que los coeficientes de la representacién (2) tienen
los valores

{3) by = %.fcj(x] s,enn—ﬂfd.r n=12 ...).
[ 1] c

La serie de senos (2} con los coeficientes (3) se llama serte de Fou-
rier de senos correspondiente a la funcidn f, en el intervalo 0 << = < ¢,
Empleando el simboelo tilde ~ para indicar correspondencia, pode-
mos eseribir

(4) f@ ~ 2 Xsen " [ 12 sen "E w<z<d.
c el [ [+] G .

En el Cap. 4 estableceremos las condiciones generales que ha de
cumplir f para que la serie converja a los valores de f(x) de modo
que la correspondencia (4) se convierte en una tgualdad,

18. Cuerda pulsada. Como caso especial del problema de con-
torno considerado en lz Sec. 16, supongamos que la cuerda estd
estirada entre los puntog (0,0) ¥ (2,0) ¥ que su punto medio estd

¥

(LR) ¥=f(x}

0 @0 x
Fra. 6
elevado a una altura A encima del eje de lus 2. A partir del reposo en
esta posicién, se deja libre a la cuerda (Fig. 6).

En cate caso la funcién f, que deseribe la posicidn inicial de la
cuerds, estd dada por la férmuls

cuando 0 < x <1,

-~ _
() f) | —hx + 2h cuando 1 = x = 2.

Los coeficientes by, de la serie de Fourier de senos correspondientes
a esta funcidn, en el intervalo 0 £ x £ 2, pueden expresarse

by = fzf{x) sen - g
w0 2

31 2
=hf xsen?jfi:dx-{—kf {——x+2)sen1f.x-dx.
o 2 J1 2

4
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Integrando y simplificando, resulta gue

() by = - sen o

De acuerdo con nuestra solucién formal (12), Sec. 18, se tiene:

8h <o 1 nm N nnat

3 Zd) = .- gen -—sen —— cos ——,
©) y(=) nt Z ni 2 2 2
n=1
Pero sen (nn/2) = 0 cuando % es par. Cuando n ea impar, podemos
poner n = 2m —1 donde m = 1, 2, ...; entonces
nw 1 L
sen ry = #en (m-—-—-) ™= —coSmmsen . = (— 1)+,

¥ la expresién (3) de los desplazamientos toma la forma

& g 1ymekL — _—
8h g (It @m—Lmz (2m—Drat

4 = —
W van =3 - >

]

La serie infinita de las expresiones {3) y (4) no es dos veces deri-
vable con respecto a z 0 con respecto & . Pero en la Sec. 66 mostra-
reros c6mo puede representarse este serie en una forma lo suficien-
temente sencilla, como para ver que la suma y(zt) de la serie es
una solucién del problema de contorno.

PROBLEMAS

1. Se indicd on la Bec. 12 gue la scuacién diferencial homogénes w; == s
¥y las condicionos ds contorno wug{0.2) = 0, ug{l,t] = 0 guedaban patiefochas
por las siguientes funciones del tipo T'(#) X(z):

By = 1, Up =3 oXp (~—nlr) cos nux n=12...)

Empleese s} método de separacién de variables (8ec. 16) para deducir ese
macesién do soluciones partioulares. Obsérvess gue la solucidn 4y = 1 corres-
ponde a) autovalor & == 0 pars el problema X"+ AX = 0, X(0) = X(1) = 0.

2. Emplear el método de separacién de varisbles pars obtemer la sucesién
de funciones exp [— (8 — Yy)'n%] sen [{n -— Yymx] utilizads en el Prob. 2,
Sse. 14,

3. En el Prob, 1, Sec. 14, se hizo noter que todas las funciones de la
suceaidn

Uy = ¥ tin = cop nx senh ny in=12,...}
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satigfacen lo ecuacidn de Laplace y les vondiciones de contorno homogéneas
{0y} = uzimy) = u(z,0) == 0.

Utilizar el método de seperacién de varisbles para dedueir dicha sucesidn.
4. Demostrar (e la ssrie de Fourier de senos correspondientes a la funeién
J{x) = 3 son 4 nx en el intervalo (0 < = < 1}, se reduce & 3 sen 4nx; o8 decir,
a la propis funcidn.
8. Temoatbrar que la serie de Fourier de senos correspondientes a la funcién
f(z) = 1 en el intervalo 0 < & < wea

4 o 500 (2n — 1)z 4( +1 % + )
- ———————— = — | gen * 4 - .
n 2n-—1 w 3

n=1

8. Eseribir Ia serie de Fourier de senose correspondients a la funcién fiz} = &
en &l intervalo § < & «< 1.
2 e {— Drt1
Solucidn — se0 AT,

™ n
L Lo

19. Ecuaciones diferenciales ordinarias. ¥n la Sec. 18 encontra-
mod que el problema de contorne homogéneo

(1) X@+2X =0, X(©0)=0 X()=0

" tiene uns diversidad de soluciones X = (), sen (nwz/c), una para cada
valor de O, en el caso de que el coeficiente A tenga el valor nixl/cl,
donde n es algin entero positivo. Cuando » = n®n3/¢?, el problema
tiene la solucién tfnice X(x) = 0. Este ejemplo ilustra el hecho de
que la unicidad de solugiones en los problemas de contorno puede
depender de loa coeficientes de la ecuacién diferencial y de la clase
de condiciones de contorne y no solaments del orden de la ecuacion
¥ del niimero de condiciones de contorno. Esto e igualmente cierto
en lo referente a la existencia de soluciones como veremos mds abajo.

La teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias asegura la exis-
tencia y unicidad de soluciones de ciertos tipos de problemas de
valores iniciales, problemas en los que todos los datos de contorno
estén dados en un punto. Epuncisremos, sin demostracién, un teo-
rema relativo a ecuaciones diferencisles de segundo orden.

Sean 4, B y C funciones continuas de x en un intervaloa < 2 < b
Si zy es un punto fijo de ese intervalo e ¥, e ¥, son unas constantes
dadas, existe entonces una funcién y una sola y, continua y con deri-
vada ¥’ asimismo continua en aguel intervalo, que satisface la ecua-
cién diferencial

(2} ¥'(&) + A=)y () + Bloy(z) = Clz) (e <z < b)

4
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y las dos condiciones iniciales

(3) ylxe) = Yo Y(@) =0

Las demostraciones de este teorema y de los andlogos referentes
a ecuaciones de otros Srdenes, por medio de métodos de aproxima-
ciones sucesivas, se encuentran en textos sobre la teoria de ecua-
ciones diferenciales!. Segiin la Ee. (2) ¢’ = ¢ — Ay’ — By; por
tanto, ¥’ es también continua. Que la ecuacién tiene una solucidén
general con dog constantes arbitrarias es consecuencia de que pue-
den asignarse valores arbitrarios a las constantes y, e ).

Por ejemple, la ecuacién

(4) &) + Ka(t) = 0,

donde % es una constante diferente de cero, tiene una solucién

5) 2= sen ki + C,cos kt

giendo ¢ v €, dos constantes cualesquiera. En todo intervalo del eje

de las ¢ que contenga al punto { = 0 la funcién (5) es la golucién de

la Ee. {4) que satisface las condiciones x(0) = €, y #'(0) = kC,.
Supongamos que » debe satisfacer las dos eondiciones en los limites

(6) 20)=0, D=1

al tiempo que la Ee. (4) ¥ la exigencia de que » y =’ sean continuas
(0 =¢ = 1). Entonces, si 2{(0) = 0 es necesario que

z(t) = C,; sen k.
8i #(1) = 1, debe existir un valor de ] tal que
N Crsen k= 1.
Esta ecuacion determina ) supuesto que gen k& # 0, resultando

sen kit

(8) &= (bt 4+ nmn=12 ..}

sen &

Pero cuando k = -+ mn, el problema de conforno de dos puntos
que consiste en las Ees. (4) y (68) no tiene solucidn porque no existe
valor de Oy, 6 «'(0)/k. que satisfaga la Ee. (7).

! Ver pégine 73 del libro de Ince relacionado en la Bibliografia.
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Es interesante considerar una interpretacidn fisica del caso k = =.
Siendo @' = — =&, la funcién x representa el desplazamiento de
la unidad de masa a lo largo del gje de las # sometida & una fuerza

- — n®% proporcional al desplazamiento sufrido desde el origen = 0.
La maass estd inicialmente en el origen; se requiere que se haya des-
plazado a ¥ — 1 en el instante ¢ = 1. Pero el nimero = es la fre-
cuencia natural k de eate sistema y en consecuencia la masa vuelve al
origen en los instantes ¢ == 1, 2, ..., cualquiera que sea su velocidad
inicial. Por tanto, (1) = 0, ¥ la condicién z(1) = 1 no puede ser sa-
tisfecha.

20. Las soluciones generales de las ecuaciones en derivadas parcia-
les. Algunos de los problemas de contorno en las ecuavciones en deri-
vadas parciales pueden ser resueltos por un método correlativo del
smpleado para resolver problemas en ecuaciones diferenciales ordi-
narias, el método de utilizar una solucién general de la ecuacién
diferencial.

Ejemplo 1. Resolver el problema de contorno
(1) uxz(z,y) = 0, u(ory) = ys! “(l'y) = 1

Por sucesivas integraciones de la ecuacion uge = 0 con respecto
a x, conservando y fijo, se obtienen las ecuaciones u; = f(y) ¥

(2) w = zf(y) + gy,

donde f ¥ g son funciones arbitrarias. Las condiciones de contorno
del Prob. (1) exigen que

o) =9 S+ ey =1L
de donde resulta f{y) = 1 — y? y la solucién del problema es
) 4 = 2l —g) + 9.
Ejemplo 2. Resolver la ecuacién de las ondas
@ Yerlwt) = @yl

en el dominic — oo < # < oo, § > 0}, sujeta a las condiciones de
contorno

(B) y@,0) = flz), p(x0) =0 (— oo<Tx < o),
expresendo la solucidn en funcién de la constante 2 y la funcién f,
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La ecuacién diferencial (4) puede simplificarse introduciendo las
nuevag variables independientes r y & tales que

r=a + af, 8 = x - at.
Segtn las reglas de diferenciacién de las funciones compuestas

Yt = Y -+ yeSt = aYr — 0.

x

Derivando de nuevo, se obtiene
Yir = 6*yrr — 29re -+ Yos),  Yze = Yor + 2 + Yoo
La Eo. {4) queda, por tanto, reducida a la forma
Yra(r,8) = 0

que puede resolverse por integraciones sucesivas para obtener gy, =

= g'(r)y
¥ = g{r) -+ Ms),

donde g y h son funciones derivables arbitrarias,
Por consiguiente, una solucién general de la ecuacién de las ondas es

() y = gl + at) + hiw — ai).

En sste ejemplo las condiciones de contorno son lo suficientemente
pimples pars permitirnos determinar las funciones g y &, porque la
funcién (6) satisface las condiciones (5) cuando

gl®) + blz) = fl&) y ag'(®)—ah(@)=0.

O sea, g{x) — h{x) = ¢, constante, y 2 - c = fiesto es, Zh = f—¢
y 2g = f + ¢, de modo gue

(7) y = Sz + at) + flz — at)].

La solucién (7) del problema de contorno consistente en laa Ees. {4)
y (5) se comprueba ficilmente, suponiendo que f{(z} y f’(%) existen
para todo valor de a.

El método ilustrado en los dos ejemplos anteriores tiene severas
limitaciones, Las soluciones generales (2) ¥ (6} que contienen funcio-
nes arbitrarias, fueron obtenidas por integraciones sucesivas, proce-
dimiento aplicable a relativamente pocos tipos de ecuaciones en deri-
vadas parciales. Pero aun en los casos excepeionales en los gue pue-
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den hallarse tales soluciones generales, la determinacién de las fun-
ciones arbitrarias partiendo directamente de las condiciones de con-
torno es con frecuencia demasiado dificil.

21. Superposicién, Otros métodos. Hemos puesto de relieve un
procedimiento para resolucién de problemas de contorno lineales en
ecuaciones en derivadas parciales, basado en la superposicién. Este
procedimiento, ilustrado en la Sec. 16, consiste en encontrar prime-
ramente soluciones partionlares de todas las condiciones homogéneas
del problema por el método de separacidn de variables. A continuacién
se busca una combinacién lineal generalizada, o superposicién, de
aguellas soluciones, tal que satisfaga también las condiciones no-
homogéneas.

Fiate método de separacién de variables y superposicién, a veces Lla-
mado método de Fourier, es un procedimiento a la vez cldsico y pode-
rogo. El estudio de su teorfa y aplicaciones es el objeto de este libro.
También se indicardn sug limitaciones,

Existen otros métodos importantes de resolucién de problemas de
contorno lineales. Los procedimientos que utilizan transformaciones
de Laplace, las transformaciones de Fourier, u otras transformaciones
integrales, incluidas todas ellas en el cdloulo operativo, son especial-
mente eficaces 1. El método clisico de las representaciones confor-
mes de la teoria de funciones de variable compleja se aplica a una
olase importante de problemas que contienen la ecuacidn de Laplace
en dos dimensiones 2, Bay, ademds, otros caminoa para reducir o
resolver escs problemas, incluyendo aplicaciones de las funciones de
Green y métodos de céleulo numérico, o empleo de méquinaa calowla-
doras. Aun en el caso de que un problema se preste a ser atacado
por més de un método, ocurre que diferentes métodos producen a
veces formas diferentes de las soluciones, y cada forma puede tener
sus propias caracteristicas convenientes. Por otra parte, algunos pro-
blemas requieren aplicaciones sucesivas de dos o més métodos, Otros,
incluyendo algunos problemas lineales de tipos bastante sencillos,
han desafiado todos los métodos exactos conocidos. El desarrollo de
nuevos métodos es un trabajo de la investigacién matemdtica con-
temporénea.

PROBLEMAS

Utilizar scluciones generales de las ecuaciones en derivadas parcialea pars
resolver los problemeas de contorno de los Probe. 1 & 4.

L tgglay) = ey, u(0y) = v, wo(ly) = 0.
Solucidn, « = (x> — 32 + Iy

! Yer la obra del autor «Dperational Mathematics relacionada en la Biblio-

B
! Churchill, R. V., «Complex Variables and Applicationss, 2.8 ad., 1960.
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2, uﬂ'(xny) = 2x, H(O,v) = 0, u(x,0} =«
Solucidn. u = 231 + y)

3. yulzd) = 8tyzaln.t), yix,0)= 0, yoix,0) = (1 -+ =)~
Solucidn. 2oy = arcig (» + at) — are ig {x — at).

4, yelat) = adyg iz t), yix,0) = 0, 3’#(‘”-0)_ = glz). £+ at
Solucidn. y s (261 f o(E) dE.

z—al

8. Emplear la supalpoaicién de la solucién (7), Beo. 20, ¥ la solucién del
Prob. 4 para escribir la solucién

1 z+ ot
y = hlf= + at) + flo —at)] + - glE) d%

x-~at

dal problema de sontorno
yﬂ(x’t) = G‘yxz{ﬁ,‘), y(ﬁ’o) =f{$], y;{x,O) = g(x)'

6. En el Ej. 2 de la Sec. 20, y(x,f) representa desplazamientos traneversales
de una cuerds tenea de longitud infinita, que en el momento inicial y partiendo
de la posicién g = fiz) (— oo < & < ) se deja libre. Utilizando Ia solucidn
¥y = Yo f (2 + at) + y fle — at) dernostrar que la posicién instentdnes de la
cuerda en el momento ¢ puede desoribirse como la curve obtenida sumando
las ordenadas de dos curvas, una obtenida por traslacién de la curva y = 1, f(x)
haoia 1a izquierda en una longitud ¢, la otra por uns traslacién hacia la derecha
de la misma curve y en la misma longitud. Al variar 8, la curva ¢ = 1, fiz} e
mueve come une onda con la velocidad a. Mostrar graficamente algunas po-
siciones instantdnens de la cuerda cusndo f{z) es cero excepto en un peruefio
contorno del origen.

7. Deducir la solucién general

U =&+ e7¥g(x) + hly)

de la ecuscién en derivadas parcieles wzy, -+ u, = 1.
8. Bl problemsa de contorno

gee{it) = afyee(m,) (z > o;: >0,
y(ﬂ?,o) = &%, y‘{zaol =0 {.‘?2 = o]!
y={0,2} = y(0,48), Hm y{z,#) = 0 (¢ >0)

puede ger reguelto con la ayuda de transformaciones de Laplace olementales.
8u solucién estd dada por la expresién

¢~% pogh at cuando & .

v= | e~% cosh at - senh (& — af) + (x — at} exp (¢ — a¢) cuando z = al.

Demostrar que esta férmula es un caso eapecial de la solucién genersl (6),
8ee. 20, y basindose en ello, que y satisface la scuacidn de las ondas en e} do-
minio & > 0, ¥y > 0, excepto en los puntos de la recta x = at donde no existen
1as derivadas de y. Obaérvese que cuendo ¢ = 0 ¥ « > 0, resulta aqui ¥ = ¢ ¥
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puesto gque & > ai. Demostrar que ¥ satisface ol reste de las condiciones de con-
torno.

[Observacion: Aungue la solucién general de la ecuacién en derivadas par-
cinles se conoce en este caso, este sencillo problema de contorno no se adapta
bien al método {Sec. 20} de empleo de la polucién general].

22. Desarrollo histdrico. Las ciencias matemdticas experimentaron
un pran ineremento de actividad como consecuencia de la invencidn
del cdleulo infinitesimal por Newton (1642.1727) y Leibnitz (1648-
1716). Entre los temas de la fisica matemética que atrajeron la aten.
¢ién de los grandes cientificos durante aquel periodo, se encontraron
loa problemas de contorno en las vibraciones de cuerdas estiradas
entre dos puntos fijos ¥ en las de barras o columnas de aire, asociadas
con teorfas matemdticas de vibraciomes musicales. Entre los prime-
ros que contribuyeron a la teoria de cuerdas vibrantes, se incluyen al
matemético inglés Brook Taylor (1685-1731), a los matemdticos
suizog Daniel Bernoulli (1700-1782) y L. Euler (1707-1788), y d’Alem-
bert {franeés, 1717-1783).

En la década de los afios 1750, d’Alembert, Bernoulli y Euler
habian desarrollado la teoria de las cuerdas vibrantes hasta el punto
en que la ecuacidén en derivadas parciales y; = oy, era conocida,
¥ 8¢ habia eneontrado una solueién del problems de contorno par-
tiendo de la solucidn general de aquella ecuacién. Ademés, el eon-
cepto de les modos de vibracién fundamentales condujo a aguellos
matemdaticos a lag nociones de superposicién de soluciones, ¥ a una
golueién de la forma (12} en la Sec. 16 como serie de funciones trigo-
nométricas, y de aqui al problema de representar una funcién arbi-
traria por medio de una serie trigonométrica. Mdés tarde, Euler dio lag
férmulas para los coeficientes de las series. Pero como todavia no
estaba aclarado el concepto de funcidn, tuve lugar una larga con-
troversia sobre la cuestion de la representacion de funciones arbitra-
riasg en un intervalo finito por medio de series de funciones seno.
Este problema de representacién fue resuelto por vez primera por
Dirichlet unos setenta afios més tarde.

El fisico matemstico francés J. B. Fourier (1768-1830) presentd
muchos ejemplos instructivos de desarrollos en series trigonométri-
cag en relacién con problemas de contorno en la conduceidn del ealor.
Su libro Théorie analytiqgue de lo chaleur, publicado en 1822, es un
cldsico de la teoria de conduccién del calor. Mostrd de forma clara
los procedimientos bésicos de separacién de variables y de superposi-
cién, y su trabajo hizo mucho por despertar interés sobre las repre-
gentaciones por medio de series trigonométricas.

Pero las contribuciones de Fourier al problema de representacién
no incluyeron condiciones de validez de la representacibén; estaba
interesado en aplicaciones y métodos. ¥l matemitico alemén P. G.
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Lejeune Dirichlet (1805-1859) fue el primero en dar esas condiciones.
Fue en 1829 cuando Dirichlet estableci6 firmemente lan condiciones
generales que debe cumplir una funcién, suficientes para que se
pueda agegurar la convergencia de su serie de Fourier & los valores
de la funoién 1.

La teoria de representacién. ha sido perfecclonada y extendida en
amplio grado desde los tiempos de Dirichlet. Todavia sigue desarro-
lidndose.

1 Para informacién suplementaria sobre la historia de las series de Fourier
ver los articulon de R. E. Lenger y E.B. Van Vleck relacionados en la Biblio-
grafia.



OAPITULO 3

SUCESIONES ORTOGONALES DE FUNCIONES

23. ¥l producto interior de dos vectores.. El concepto de sistema
ortogonal de funciones es una generalizacién natural del concepto
de sistema ortogonal de vectores; esto es, de un sistems de vectores
mutuamente perpendiculares. De hecho, una funcién puede conside-
rarse como un vecbor generalizado, y por ello las propiedades de un
sistema de vectores sugieren las propiedades andlogas de un sistema
de funciones. En la discugién sobre vectores que sigue, se empleardn
la terminologis y notacién que se aplican al easo general cuando ello
parezea conveniente para posteriores generalizaciones.

Sea g 0 g{r) un vector en el espacio tridimensional ordinario cuyos
componentes rectangulares son los tres ndmeros g{l}), ¢(2) y ¢(3}. Ea
el radio vector del punto que tiene estos tres ndimeros como coorde-
nedas cartesianas rectangulares. La longitud de este vector, llamada
s norma, la designaremos por || ¢{|; es un niimero no-negativo tal que

8
(1) g2 = (g + [G@F + (eBPF = 3 [gP.
r=1
Siljg|l =1, g es un vector unidad, lamado también vector normal
o normalizado. 8i || g || = 0, entonces vada uno de sus componentes es

cero ¥ g es conocido como vector cero.

La combinacitn lineal ¢,¢; + cgg, de dos vectores g; y ¢, donde
¢y ¥ € son nimeros, es el vector cuyas componentes son los tres
nimeros ¢,¢,(r) + cogalr), r = 1, 2, 3; y andlogamente para tres o
més vectores. La suma y resta de vectores y su multiplicacién por
un nfimero son combinaciones lineales. Observemos en partioular
que la norma del vector ¢, — gy,

)
@ lan—gll = | X o) — sor "

" &8 la distancia entre los extremos de los vectores ¢, y gs.
o7
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El producto escalar o producto interior, de g, y g, se designa con
el simbolo (g, g,); asi

3
&) (91,80 = >, O)galr) = [1g11[ 1| g2 |] cos 8,

Fu=1

en donde 0 es el dngulo formado por los dos vectores que estd definido
cuando ninguno de los dos és el vector cero. Cuando ||gyl| = 1, enton-
ces {gff,) e8 la proyeceidén de g, sobre la direccién de g,. La condicién
para que dos veetores no-cero sean ortogonales, es decir, el uno per-
pendicular al otro, puede escribirse

3
(4) (G =0, 3 X fult)g(r) = 0.

t=i

Teniendo presentes las Ees. (1) y (3}, las norma de g puede expre-
SATSE

(8 Ngil = (g.9)"

24, Bistemas ortogonales de vectores. Dado un sistema ortogonal
de tres vectores no-cero gy(n = 1, 2, 3), puede formarse un sistema
de vectores unidad ¢, que tengan las mismas direcciones, dividiendo
cada veector gy por su longitud. Los componentes de ¢, por ejem-
plo, songy(r) = ||| 2nlrilr = 1, 2, 3}. Este sistema de vectores uni-
tarios mutusmente perpendiculares ¢, se llama sistema orfonormal;
Tal sistema puede describirse por medio de productos interiores
poniendo

{1) {¢ﬂ’h§bﬂ) = awm (m: n = ]-) 2; 3)3
donde Sun es la & de Kronecker

S — 0 simsEn

L | sim=n

La condicidén (1) expresa, por tanto, que cada unc de los vectores
del sistema ¢y, s, ¢y o8 perpendicnlar a los otros dos y que todos tie-
nen. por longitud la unidad.

Se emplears el simbolo {$,} para representar estos sistemas orto-
normales. Un ejemplo sencillo lo da el sistema formado por los vec-
tores unidad a lo largo de los tres ejes coordenados.

Todo vector f en el espacio puede expresarse como combinacién
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lineal de los vectores ¢y, by, ¢y. Es decir, se pueden encontrar tres
mwhmeros ¢;, ¢y ¥ ¢y para los cuales se verifique

(2) Fr) = o1y} + caps(r) + coylr) (r=123)

ouando se den los componentes f{1), f(2) ¥ f(3). Para hallar fédcilmente
el nlimero ¢,, considérese (2) como una ecuacién vectorial y efectiese
el produoto interior de ambos miembros por ¢,. Se obtiene

(£ = clduy) + coldathy) -+ csldsdhy) = ¢
puesto que (¢, ;) = 17 (beshr) = (bods) = 0, segin la condicién (1).

De manera semejante se encuentran ¢, y ¢, efectuando el .producto
interior de los miembros de la Ee. (2) por ¢, y ¢,, respectivamente.
Los coeficientes, por tanto, son

8
(3) on = (fiba) = X, J)balr) (n=1,2,3);

r=1

¢n €8 la proyeceion de f sobre ¢y. La representacion (2) puede enton-
ces escribirse

() 1) = (£ )$i(#) + (Fbo)dhalr) + (fiddbslr)
=3 (feba)pnlr).

flom]

La representacion (2), o la {(4), pueden llamarse desarrollo de un
vector arbitrario f en serie finita de los vectores ortonornales de refe-
rencia. Estos vectores ortogonales de referencia se han supuesto nor-
malizados finicamente para conseguir una mayor simplicidad en las
férmulas (3) de los coeficientes del desarrollo.

Las definiciones y resultados anteriores pueden extenderse inme-
diatamente a vectores en un espacio de K dimensiones. En este caso,
el indice #, que indice el componente, toma los valores de 1 a K en
lugar de 1 a 3. La definicién de producto interior de dos veetores
h ¥ ¢ 80 convierte en este espacio en

.
5) (10) = D, (")),

ye=t

Ea también posible una generalizacion de otra clase. Las unidades
de longitud en los ejes coordeneados rectangulares, con respecto a las
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cuales se miden los componentes de los vectores pueden variar de un
eje & otro. En tal caso el producto eacalar de dos vectores ¢, ¥ g, en
un espacio tridimensional tiene la forma

(Gu0) = 3, PI(N)galr)-

r=1

Los nimeros peso p(1), p(2) y p(8) dependen aqui de las unidades
de longitud usados a lo largo de loa tres sjes.

25, Funciones como vectores. Ortogonalidad. Un vector g(r) en
tres dimensiones ha quedado determinsdo senteriormente por los
nimeros g(l), g(2) y g(3). Cualguier funcién g(r) gue tenga valores
reales ouando r = 1, 2, 8, representard un vector gi se acuerda gue
estos valores sean los componentes del vector. Esta funcién puede
no estar definida para ningtn otro valor de r; en este caso, su gréfica
congigtird finicamente en tres puntos.

&)
r—ﬁ
H
( t |
I I !
| \ !
— —t |
O 1l 12 3 r
| 1
M
Fra. 7

Supéngase que g(+), definida cuando » =1, 2, 3, lo estéd también
pars otros valores de r de modo que represente la giguiente funcién
escalén (Fig. )

g(1) cuando 0 < r 51,
(1 glr) = { g(2) cuando 1 < ¢ =< 2,
g(3) cuando 2 << r = 3.

Entonces, [g{1)]® representa e} drea rectangular bajo la grifica de
{g(r)]? deade ¢ = O hasta r == I, y andlogamente para [¢(2)]? ¥ [¢(3)]%
en este caso ls formula (1), Seo. .23, para el cuadrado de la norma

puede escribirse
3
i= i dr.
toti= [ty
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8i g, ¥ g5 son dos funciones escaldn del tipo indicado, entonces

3
(Gu) = j 01 (") gul?) dr.
1}

La funcién g{r) representerd un veoctor en un espacio de % dimen-
siones 8 toma valores reales cuando r =1, 2, ..., k y estos valores
son considerados como los eomponentes del vector

Sea ahora g{x) una funcién definida para todos los valores de
del intervalo & =< # < b. Bi consideramos una funcién como un vee-
tor, sus componentes deben consistir en todas las ordenadas de su
grifica, una para cada valor de x en el intervalo. Ahora no resultard
posible sumar con respecto & x como lo hacfamos con respecto al
indice r. El proceso natural es sumar por integracién.

La norma de la funcién g(z), longitud de este vector generalizado,
es la rafz cnadrada de la suma de loa cuadrados de sus componentes
¥ =o define como el ntimero no-negativo

@) ugum‘? f "w@rdz]

El producto interior de dos funciones g,{z) y gy(x) es el ndmero
definido por la ecuacién

b
3) (G 00) = f a(@)galade,

en analogia con la Ee. (5), Sec. 24. La condicién de que las dos funcio-
nes sean orfogonales se expresa

(Guta) = 6
esto es,

b
(4) [ s de=o.

Como anteriormente, la definieién (2) puede escribirse {{g|} = {g,g}""

Hemos llevado nuestra generalizacién de los vectores demasiado
lejos para quo podamos conservar el significado original de la termi-
nologia geométrica. La norma de una funcién ¢ no tiene otra inter-
pretacién como longitud asociada con g que la de ser la rafz cua-
drada del drea bajo la grifiea de [g(z)]’. La ortogonalidad de dos
funciones g¢; ¥ g, no tiene ningin significado en cuanto a perpendicu-
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laridad; quiere decir solamente que el producto g, g, toma valores
positivos y negativos en el intervalo de modo que queda satisfecha
la Eec. (4). La distancia generalizada entre dos funciones ¢, ¥ g,,

l(l
bfWM@—mMPa ,

ea una medida de la distancia media entre sus grificas.

Una sucesidn de funciones {ga(z)} (n =1, 2, ...) es ortogonal en
el intervalo (a,b) si (gmgp) = O cuando m =£n (m =1, 2, ...). 8i
ninguna de las funciones g, tiene norma cerc, cada funcién ¢, puede
normalizarse sin mds que dividirla por la constante positiva j|gall.
La nueva sucesibn {dy(z)} asf formada, donde

(6) al@) = |IgnlI~gn(2) (h=1,2 ...)

(5)‘ gy — @l =

es normal y ortogonal, abreviadamente orionormal, en el mbervalo,
esto es,

(N {éﬂh¢ﬂ) = 3mn (m,n=12...)

donde 8up €8 la & de Kronecker (Sec. 24). Escrita de forma mds expli-
cita, la condicién (7) para que una sucesién sed ortonormal se con-
vierte en

) _ ‘
fém(x)¢n(x}dz= (1) S =12,

BlIm="n

El intervalo (z.b) en el que estdn definidas las funciones y sus produc-
tos interiores se llama infervalo fundamenial. En la seccidn signiente
se indicardn las condicicnes que han de eumplir las funciones para
que existan las integrales que representan sus productos interiores.

En la Sec. 17 se cité un ejemple de una sucesién ortogonal de fun-
ciones, donde se hizo notar que la succsién

(9) ‘ sen T |

[ e

es ortogonal en el intervalo (0,¢). Todag las funcicnes de esta sucesién
tienen la norma \/ ¢/2 comin y, por tanto, la sucesién ortonormal es

(10) )\/Eseni‘f_‘._“
. e €

n=1,2 ...} -

0 =xr=en=12 ...)
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La sucesidén (9} es también ortogonal en el intervalo (— ¢,c); en
este caso, el factor de normalizacién es ¢~*.

26. Funciones casi-continuas. Sea f una funcién continua en
- todos los puntos de un intervalo finito @ < 2 = b excepto acaso en un

- nfumero finito de puntos aislados &, %, ..., 2y, b, donde a << x; <
< ... < 25 < b. Entonces, f es continua en cada uno de los interva-
los ahiertosa << = << @y, 2y < & << Xy, ..., Ty < ¥ << b; no eatd defini-

da necesariamente en los extremos de los intervalos parciales. Pero si
en cada uno de éstos f tiene limites finitos cuande @ se aproxima a
los extremos desde el interior, entonees la funcién f es cosi-continua
en el intervalo (a,b).

Obsérvese que se exige la existencia de los imites f{a + 0}, f(z, — 0),
fizy 4+ 0), ..., f{b— 0}, donde tales limites a la derecha ¥ a la iz-
quierda de un punto z, se definen como sigue: ¢ >0 y

(1) fiag+0)=lim flgo + &), (o —0) = lim flzy—e).

E* QO

Las funciones continuas son casos particulares de las funciones
casi-continuag. La funcidn escalén (1), Sec. 25, ilustrada en la Fig. 7,
e8 un ejemplo de funcidn casi-continua g{r) que no es continua en el
intervalo 0 < r = 3.

La integral de una funcién casi-continua existe. Es la suma de las
integrales extendidas a lo largo de los subintervalos:

b . . X xy b .
@ - ff(x)dw=f fd-’c+ffdx+-~+ffdx-

La primers integral del segundo miembro existe porque es la inte-
gral de una funcién continua, en el intervalo ¢ £z <=z, con la
fnica condicién de asighar los valores fle + 0) v fle, —0) a fla) ¥
[l®;), respectivamente. Andlogamente, las demds integrales existen
como integrales de funciones continuas.

Bi dos funciones f; ¥ f, son casi-continuas en un intervalo («,b),
existe una subdivisién del intervalo tal que ambas funcioues son con-
tinuas en cada uno de los intervalos parciales, cuando se da a las
funciones en los dos extremos de cada unc de éstos los valores limites
que toman al aproximarse a ellos desde el interior. En consecuencia,
la combinacién lineal c,f; + ¢.fs, 0 el producto f,f,, tiene esa conti-
nuidad en cada uno de los intervalos parciales ¥, por tanto, son casi
continuas en (@,b). Por consiguiente, las integrales en ese intervalo
de las funciones ¢, f; + ¢ofy, fife ¥ [f1{®}]? existen, Los limites unidirec
cionales de esas funciones existen también como combinaciones
correspondientes de log limites unidireccionales de f; ¥ f,.
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Excepto cuando se diga otra cosa, en este libro limitaremos nuestra
alencion a las funciones casi-continuge en todos los intervalos finitos
que se consideren.

El conjunto de todas las funciones de esa clase para un intervalo
determinado (a,b) constituye el espacio funcional de funciones casi.
continuas. Corresponde al espacic vectorial tridimensional represen-
tado por todag las funciones g(r) que estén definidas cuando r =
=1, 2, 3. Hemos demostrado en lo que antecede que las integrales
empleadas en la Sec. 25 pars definir las normas, log productos inte-
riores y la distancia generalizada, existen para todas las funciones
del espacio de funciones casi-continuaas,

En la teoria de sucesiones ortogonales do funciones pueden utili-
zarse otros espacios funcionales. El aubespacio consistente en todas
lag funciones continuas en el infervalo ¢ = » < b es més simple,
pero més restringido que el espacio de funciones casi continuas. El
espacio de todas las funciones integrables cuyos productos inclu-
yendo cuadrados {f(x}}* también son integrables, se emplean en la
teorfa general de andlisis funcional. Nuestro caso particular lleva
consigo conceptos mds elementales del andlisis matematico.

PROBLEMAS

1. Demostrar que la sucesidn de funciones {cos nx} (n = 0,1, 2,...) a8 or-
togonal en el intervalo (0,x) ¥ que la sucesién ortonormal correspondxent.e

conmst-e en las funciones 1{‘\/1': ¥y \/2{11 cos na (i =1,2,...)

. Demostrar que las funciones sen «, sen 2z, sen 3, . .., l. coax, e08 2z, ...
constituyen una gucesién ortogonal en el intervale (~-m, n). Normalizar la
aucesién.

3. Demostrar que las funciones f,(x) = 1, ¥ fi(=} = = son ortogonales en el
intervalo {~- 1, 1), ¥ determinar las constantes 4 y B de modo que la funcién
Jalz) = 1 5 Az + Ba*® sea ortogonal a laz f, ¥ f, en aquel intervalo,

fNolucidn 4 = 0, H = — 3.

4. Dos funciones continuas f{z} ¥ g,(x) 3on linealmente independientes en un
intervalo (a,b); esto os, una no e el producte de una constante por la otra. De-
terminar la combinacidn lineal f + Ag, de aquellas funciones gque sea ortogonal
&, obteniendo asl el par ortogonal g, g, en el intervalo, donde

gsl®) = fl&) — if;g% galex). .

Explicar ademés la interpretocién geométrica de esta férmula para g, en al
caso de que f, g, ¥ g, representen vectores (z = 1, 2, 3}

5, Una funcién continua en un intervalo cerrado, estd acoiada; es deeir,
existe un niumero M tal que |fix)| < M para todos los puntos x del intervalo,
Empléese esta propiedad para explicar por gué una funcidn casi-continua estd
acotada para todos los puntos do su intervale en los que la funoién estd definide.

I
6. Para la funcién f(x) = ;/.-, {a) explicar por qué f no es casi continus en
x
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1
el intervalo {0, 1); ademds, (b) demostrar que f f e existe como integral im-
0

propia pero que [f{#)} no es integrable en el intervalo (0,1).

7. 8Bifi{z) = 0, excepto en un mimero finito de puntos de un intervalo a5z <b,
explicar por qué es una funcién casi-continua con norma cero, ||fil = 0 en
aguel intervalo.

8. Supuesto demostrado que la integral de una funcién continuk no-negativa
tiene un valor positive, gi la funcidn tiene un valor positivo en algin punto del
intervalo de integracidén, demostrar gue si una funcién f es casi-continua
¥i|fll = 0 en un intervalo (a,b), se verifica que f{z) = 0 en todes lor puntos x
del intervalo con Ia posible excepecidn de un nimero {inito de eflos.

27. Series de Fourier generalizadas. Dada una sucesidén ortonor-
mal de funciones {$a{x)} (n = 1, 2, ...) en un intervalo {a,b), puede
que resulte pogible representar una funcién f dado arbitrariamente
en aquel intervalo por medio de una combinacién lineal de aguellas
funciones generalizada a una serie infinita:

(1) f(@) = cyy(®) +oghol®) + « + + + Cnl) + < -+
(o <z < b}

Esta representacién corresponde a la (2), Sec. 24, de un vector
del espacio tridimensionial en términos de los tres vectores de un
sistema ortonormal. Observemos que la correspondencia tiene sus
limitaciones. En la Sec. 24 el niimerc de vectores $a{r) (n = 1, 2, 3)
en el sistema de referencia ortonormal es el mismo que el ntimero
de componentes de un vector f(r) (r =1, 2, 3). Sin embargo, el
niimero de funciones ¢y(x) en la sucesién ortonormal anterior es infini-
tamente numerable; esto es, se puede establecer una corresponden-
cia biunivoca entre aquellas fonciones y el eonjunto de todos los
nlmeros enteros positivos; mds adn, cada funcién flz} 6 da(z) tiene
tantos componentes como puntos hay en el intervalo (a,5), una infini-
dad no numerable de componentes.

Eu el caso de que la serie de la Eec. (1) converia hacia f{x), ¥ =i,
después de multiplicar todos los términoes de (1) por ¢u(z), la serie
que resulta en el segundo miembro e’ integrable, podremos obtener
los coeficientes ¢, como productos interiores siguiendo el procedi-
miento utilizado con los vectores. Después de multiplicar por ¢u(z)
e integrar entre ¢ ¥ b, se tiene

(fida) = er(1,9n) + Co{PoPn) + - - + Caldbmn) + - - -
Como (¢, Pn) = dma, se deduce que

() (fibn) = cn (=12, ...).

5
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Los niimeros ¢, z¢ denominan coeficientes de Fourier de f respecto
a la sucesién ortonormal j¢s{; pueden expresarse

b
(3) o = f fednlmde (m=1,2,...).

La serie de la Ec. (1) con estos coeficientes es Ia serie de Fourier gene-
ralizada correspondiente a la funeién f, y se eacribe

o -] L]
@ 110) ~ Dewnte) = Xute) [ 1604000 a5

el o]

La correspondencia (4) entre f(z) y su serie no siempre serd una
igualdad como puede preveerse considerando el ecaso de vectores en
el espacio tridimensional. En este caso, si el sistema ortonormal estd
compuesto Unicamente de dos vectores ¢,{r) ¥ ¢o(r) cualquier vector
que no pertenezca al plano determinado por ellos, no podra ser repre-
sentado en la forma c,,(r) + cahg(r). Aqui, el sistema de referencia
no es completo en ¢l sentido de que en el espacio tridimensional hay
un vector gue es perpendioular a ¢, ¥ ¢,. Andlogamente, en la corres-
pondencia (4), en caso de que f sea ortogonal a todos los términos ¢y,
de la serie ortonormal de funciones y |{f{] # 0, entonces todos los
términos de la serie son cero, y asi la serie no representa a f(z).

Un sistema ortonormal {gs(x)} es complelo si en el espacio funcio-
nal que se considers no existe ninguna funcién, con norma positiva,
que sea ortogonal a todas las funciones ¢,. Antes hemos hecho obser-

“var gue ¢l sistema o sucesién debe ser necesariamente completo si la
correspondencia (4) ha de ser una igualdad para todas las funciones f
del espacio.

28. Aproximacién cuadritica. Una combinacién lineal

K(f) = Y1¢1(_f) + Y2¢“!(r) (f — 1: 2: 3)

de dos de los vectores de un sistema ortonormal {¢,,¢,,¢,} s un vector
situado en el plano de ¢, y ¢,. Para hacer que K sen la aproximacién
6ptima a un vector f{r) en el espacio tridimensional, en el sentido-
de que la distancia d = ||f — K|| entre los extremos de f y K sea
la més corta posible, podemos ver geométricamente que K debe ser
la proyeccién de f sobre el plano de ¢, y ¢, (Fig. 8). Por consiguiente,
Y1 = (fi) = ¢, proyeccitn de f sobre ¢, y v, = (f, ;) = ¢;. De ma-
nera andloga, vemos que loa coeficientes cn{fehn) son aquellos para los
cuales una combinacidn lineal de uno, o dos, o tres, de los vectores ¢p
regulta la aproximacién 6ptima a f.
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8e puede decir que hay una analogia con lo anterior cuando se
trata de los coeficientes de Fourier ¢, de una funcidn f(z)
Consideremos funciones en el espacio de funciones casi continuas en
un intervalo {a,b); sean ¢y, ¢a, ..., ¢m, m funciones de una sucesién

7 Kaeydy+cas
/" ________ 3-K""'I'ﬂf't'*' Y292

Fia. 8

ortonormal {¢s} (n = 1, 2, ...) en dichointervalo y K, una combina-
cién lineal de las mismas.

Yy Knlz) = 71¢1(%) 4 vede(2) + - -+ -+ Ymdm().

Determinaremos las constantes v¥n de medo que Ky sea la aproxi-
macién cuadrdtica éptima 8 una funeibn dads f en el sentido de que
el valor de la integral X,

@) B = f * i) — Enl) ] da,

que puede considerarse una medida del error, sea lo mds pequefia
pogible. Esta es una aproximacion a f{x) por ménimes cuadrados.
Obsérvese que ¥ es el cuadrado de la distancia generalizada ||f — Kp||
entre las funciones f y K.

Sean ¢y, los coeficientes de Fourier de f, ¢n = (Jf, ¢u); entonces

b
E= f [7(2) — vi®) — 1adele) — * * * — Tmbm(@) P de

]
= [ttt
— 246, — 2vp0a — * * * — ZYmlm.
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Sumando y restando o, 6% ..., ¢»® para completar los cuadrados
del segundo miembro, so tiene

L]
®) E=f @ de—cf — et — -+ —emd + (1 — o)
+ (e =+ - (v —cm)®.

Segin se observa claramente en la Ke. (2}, = 0; por consiguniente,
se deduce de la Eec. (3) que E tiens su valor minimo cuando v, = ¢,
Y = g, ..., Ym = Cm. Lste resultado puede enunciarse como sigue:

Teorema 1, Loz cocficientes de Fourier de una funcidn f con respecto
o las funciones ¢y, Py, ..., Pm de un sistema orionormal son aguellos
para los cuales una combinacidn lineal de las m funciones resulia la
aproximacidn cuadrdiica dptime a f(z) en el intervalo fundemental.

Poniendo vy = ¢ en la Ee. (3), y puesto que E = 0, resulta

b
) ottt oS f ) de = if1R:

expresién conocida como desigualdades de Bessel. El nlimero de la
derecha es independiente de m, y, por tanto, al ir aumentando m, la
suma de la jzquierds es uns sucesién acotada no-decreciente. Por
consiguiente, la sueesién infinita converge hacia un lHmite no mayor
que ||f||% esto es, la serie infinita de los cuadrados de los coeficientes
de Fourier de cualquier funciSn f del espacio que consideramos con-
verge, ¥

* b
(5) Memts j [f(@)] da.

La convergencia de esta serie implica que ol término general tiende
a cero al tender n hacia infinito. Por consiguiente, los coeficientes de
Fourier se aproximan siempre a cero cuando > oo,

(6) lim cn = lim (fibn) = 0.

#0 L R

29. Bistemas cerrados y completos. Designemos por Sp(x} la sums
parcial de la serie de Fourier generalizada que corresponde a f:

() Sn(z) = D, onpu()-

n=1

que es la combinacion lineal Kyu(z) de la SBec. 28 cuando vy = cq.

e e, s S b
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Se dice que la suma Sy, converge en media o también que converge
cuadrdticamente a f sobre el intervalo fundamental, si

{2) lim b[f(x) — SmlE)? dz == 0,

mam S
La condicién (2) puede también expresarse

l.e.m. Sm(x) =f(9:),

m o

donde la abreviatura le.m. significa limite en medio.

8i Ia condicién (2) es satisfecha por cualquier funcién f en nuestro
espacio funcional, diremos que el sistema ortonormal {¢,(x)} es
cerrade en el sentido de convergencia en medio. Cualquiera de las fun.
ciones f es aproximable, en media, tanto como se desee, por alguna
combinacidén lineal de funeiones ¢, de un smtema cerrado en el sen-
tido indicado 1.

Desarrollando el integrando de la Eec. (2}, y teniendo presente la
definicion de cp, podemos escribir esa ecuacién en la forma

f [f{x)}“dz—22cnﬁ+ ¥ t-_o

nw=]

3)

"o (._

De aqui se deduce que para una sueesidn cerrada {¢n} se verifica que

bl b .
@ Z ent = f [f )] da.

Que se conoce con el nombre de relacidn o ecmmdn de Parseval. Si se
escribe en la forma

(5) Z (S = || I

identifica la yuma de los cuadrados de los componentes de f con res-
pecto a los vectores de referencia generalizados ¢g, con el cuadrade
de la norma de f.

Reciprocamente, si todas las funciones f del espacio satisfacen la
eouacion de Parseval, la sucesion {¢,} es cerrada en el sentido de con-

1 En I literatura matemdtica, los términcs cerrade y complelo pe aplican
4 veces a sistemas que hemos llamado completos y cerrados, reepectivamente.
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vergencia en media. Esto es cierto porque las Ees. (3) ¥ (4) no son
simplemente més que dos expresiones diferentes de la Ee. (2).

SBupongamos que una funcién 6 en el espacio, donde [[8]| % 0 es
ortogonel a todas las funciones ¢, del sistema ortonormal cerrado.
Remplazando f por 6 en la Eo. (5), se obtiene la contradiccién
[18}] = 0; luego el sistema es completo (Sec. 27).

Teorema 2. Siun sistema ortonormal {P(x)} es cerrade, es también
completo.

Hsta breve introduccién a la teoria general de sucesiones ortogo-
nales, basada en la convergencia en media, no serd aqui continuada.
La convergencia en media no asegura la convergencia puntual; es decir,
la expresién (2) ne es equivalente a la

(6) lim S(w) = fz)

F ]

para cualguier punto « del intervalo (@,b), ni aun en el caso de que
se exceptien algunos puntos.! Nos ocuparemos de la convergencia
puntual. _

Un sistema ortonormal es cerrado en el sentide de convergencia
puntual, por deeirlo agf, 8i su serie generalizada de Fourier para toda
funcién f del espacio funcional que consideramos converge puntual-
mente a f{x), excepto acaso en un ntmero finito de puntos del inter-
valo fundamental. Al final de la Sec. 27 hemos indicado por qué un
gistema que es cerrado en oste sentido, dehe ser también completo.
Por consiguiente, el Teorema 2 es cierto para tales sistemas cerrados
en el espacio de funciones casi-continuas.

La aplicacién directa del Teorema 2 es limitada, sin embargo, a
negar que un sistema sea cerrade cuando haya una funcién con norma
positiva que sea ortogonal a cada uno de los miembros del sistema.
Es en nuestro teorema de representacion donde demostraremos que
ciertos sistemas son cerrados, y, por tanto, completos, en espasios
funeionales especificados.

PROBLEMAS

1. Demostrar que la sucesién {\/ 2}e cos (nm;fc)} (n=1,2...) es ortogo-
normal en el intervalo O 5 & < ¢, pere no es un sistems completo ni siquiers
en el espacic de funciones continuas con derivadas continuas sin la inclusién
de alguna funeidén eonstante correspondiente al casc » = 0. (Veremos mds
tarde que el sistema mayor es completo en el ezpacio).

2. Demostrar por qué la sucesién {sensnz),n = 1,2, ... es ortogonal en

1 En el «Treatise on Advanced Caleulusy pag. 408, 1940 de P. Franklin se
da un ejemplo sencille de una sucesién de funciones que convergen en media
a cero, pero que divergen en todos los puntos del intervalo.
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el intervalo — 1 = # =< 1, pero no completa ni siquiera en el espacio de todas
las funeciones continuas en aquel intervalo.
3. 5i una funeién f tiene uma representacién

@
flz) = E Angulz)
fimi
en un intervale fundamental (a,4) en el cual la sucesion {gs} o8 ortogonal pero

no normalizado, 0 < {|gg|| # 1, utilizar productos interiores para demostrar
formalmente que
o ':f|gll}

T gl

Ademda, obsorvese que ls serie anterior con estos coeficientes os la serie de
Fourier genoralizads (4), Sec. 27, donde ¢ = gafllgx]|-
4. Verificar que

) b
2 f . f [f@)gly) — gle)fig)Pdz dy = || fi1Mlg]"— (f.00%,

suponiendo que f y g son cast-continuas, estableciendo la desigualdad de Schwarz

(Lo 2 (00 (9

wdemds, obaérvese la desigualdad correspondiente para los vectorea del espacio
tridimensional, .

5. Utilicese !a desigualdad de S8chwarz {Prob. 4) para demostrar gue, si son
funciones cagi continuas en un intervalo fundamental (a,b), ¥ si alguna de las
do# tiene norma cero, por ejemplo, {[fll = 0, entonces (f.g7) = 0.

6. Considérense funciones continnuas en un intervalo fundamental ¢ = = =< b.
Entonces, la norma de la funeidn es nula sclamente en el caso de que 1a funeién
sea nula en todos los puntos del intervalo. 8i dos funciones f y p tienen los mis-
mos coeficientea de Fourier com respecto & una suceaidn completa ortogonal
{Ba}, en = (Fpn) = (gdn), m = 1, 2, . .. demostrar que las funciones deben ser
idénticas; esto es, f{z} — giz) = 0,85 z = b. Esta es una propiedad de uni-
cidad de las funeiones con componentes cy.

9. Consideremos funciones continuas en 1n intervalo fundamentala 5 2 £ b,
Sea {ds} une sucesidn ortoncrmal complete. 8i la serie de Fourier generalizada
de una funcion f converge uniformemente en el intervato, probar que su suma
S{x) e8 idéntica a f{a) (ver Probh. 6). Indiquese, ademds, por ¢gné la conclusidén
aigue siendo vélide si la condicién de completitud es remplazada por la con-
dicidn de que la sucesién sea cerrads en el sentido de convergencia en media.

8. Demostrar que la sucesién de funciones fr, n = 1, 2, ..., donde falz) = 0
cuando 0 =33 < 1jn, fal#} = V/n cushdo 1/n < z < 2fn, ¥ fa(z) = 0 cuando
2fn =5« 5 1, comverge & cero en todos los puntos « del intervalo 0 Sz <1 1;
pero que la sneesién no converge on media & cers, en aquél intervalo,

30. Funciones con valores ecomplejos. En lo sucesivo habrd ooca-
siones en las gue utilicemos funciones con valores complejos, o para
abreviar funciones complejas, de una variable real, serdn funciones
de tipo

ity w(t) = ult) + iwld),
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donde % ¥ » son funciones con valores reales de una variable real ¢.
La derivada de w se define del modo natural

(2) w'(t) = w'(§) + w'{E),

supuesto que u ¥ ¢ sean derivables; de modo semsjante

B b b
f wit) dt = f ult) dt 4+ f olt) dt.

La operacién w = # — iv de fomar el complejo conjugado de w es
conmutable con las operaciones de derivacién e integracién; esto es,
para la derivacién {w) = w. Partiendo de la Ee. (2) se puede demos-
trar que las reglas elementales de derivacién para funciones con valo-
res reales, tales como la férmula que da la derivada de un producto,
son aplicables a las funciones complejasg.

La funcién exponencial exp 2 & ¢® se define por

(3) exp z = ¢*(cos ¢ + i sen y),

donde 2 = x - #y, « e y reales, y el dngulo y significa y radianes. Con
este definicion puede verse gue ¢ satisface lag leyes usvales de céleun-
los con exponentes. Ademds, si x e ¥ son funciones de una variable
real 1, son entonces 2 ¥ exp z funciones del tipo (1) y, con la ayuda
de la Ee. {2), podemos demostrar que

d dz
4 - ) = ¥ .
“ dt(e) ‘ dt

Asf, por ejemplo, la funcién w = exp (ict) satisface la ecuacién dife-

tencial w''{t) + cfw{t) = 0 cuando ¢ es un namero complejo.
De las definiciones,

1
{5} sen z = {elz —— ¢—12), cos 2 = Yylefr + eiz)
al

v de la definicién (3) resulta que
(6) isen z|? = sen® x | senh?y, jcos z|2 == cog® x + senh? y
v, cuando 2 = z(t), que

dz

d d dz
{7) — 8N Z == C0BZ—, —CO8R = —&ONZ—.
dt dt dat dt
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Obsérvese que 2¢ sen | = et e~%, lo que concuerda con la formula (3}.
Las funeciones hiperhélicas

(8) senb z = f,lez — e-7}, cosh z = (% 4- e72)

estan claramente relacionadas con las funciones trigonométricas
como sigue:

() sen 1z = ¢ senh 2, 208 iz = cosh z.

Para cualquier dngulo 8 podemos escribir
: »

N
2(cos 6 4 cos 26 + « - - -} cos NG) = E e | E g—int,

n=1 =1
La suma de las dos series geométricas finitas del segundo miembro es

el {1 . eiNﬂ) eg—it (] _ e-éNa_u)

 — 1 1] — ¥

si e 5= 1. Hsta expresion puede escribirse:

— exp (Y328) + exp [18(N + /)] + exp (— 1/,if)
—exp [— O + )]

exp (/4i9) — exp {— ,i9)

Obtenemos asi la identidad trigonoméirica de Lagrange

N .
(10) 22005?}9:—1+w

=1

(sen%:,":o).

sen 1/,0

Esta identidad serd utilizada en la teorfa de las series de Fourier.
31. Gtros tipos de ortogonalidad. A continuacién se indican algu-
nae extensiones del concepto de sistemas ortogonales de funciones,
a. Una sucesién {gs(x)} es ortogonal en un intervalo («,b) con res-
pecto a una funcion peso p(a), donde p(x) = 0, si

{H f P(@)gml)gnle) di == O cuando m & n.

La integral anterior representa el producto interior (g, gz} con res.
pecto & la funcidén peso, y corresponde al producto interior de vec-
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tores cuando se utilizan ntimeros peso (Sec. 24). La sucesién se nor-
maliza dividiendo gy por ||ga]|, donde

)
Hgnll* = {gr.gs) = f p(x)[ga()]? do.

Este tipo de ortogonalidad se reduce al tipo ordinario, valiéndose

de loa productos '\/ plx)gn{z) como funciones de la sucesién.

Las funciones peso aparecerén en los sistemas ortogonales de fun-
ciones de Bessel y en algunos sistemas generados por problemas de
Sturm-Liouville. Otro ejemplo es la sucesion de polindmicos de Tche-

bysheff,

(2) Tulz) —cos (narccosx) {n=0,1,2 ...}

que es ortogonal en ol intervalo {(— 1,1) con respecto a la funcién
peso .

3) pla} = (1 — 28~

b. Una sucesién {wy} de funciones complejas (Sec. 30) de una varia-
ble real z es ortogonal en el sentido de Hermiie en un intervalo {a,b), si

@ S i 4z = o (m £ ).

Esta integral es el producto interior de Hermite (wm,wy). El cuadrado
de la norma de wy es real y no-negativo, puesto que

: b ]
(6) ||w..nﬂ=f wnw,.dx=f (tn? + a2} do

8i Wy = %y + ivg, donde %, ¥ v, son funciones con valores reales de 2.
Ciertas funciones complejas exponenciales proporcionan los ejem-
plos més notables de tales sucesiones. Las funciones

(6) ei"* — cos nx -+ i sen na =0, +1,4+2,...)

constitnyen una sucesidn con ortogonalidad hermitiana en el inter-
valo (— =,7). La demostracién queda para los problemas.

¢. Para sucesiones {ga{x,y)} de funciones de dos variables indepen-
dientes, el intervalo fundamental se remplaza por una regién del



sEc. 32] SUCESIONES ORTOGONALES DE FUNCIONES i}

plano zy, y las integraciones se extienden a aquella regién. Semejantes
extensiones se aplican a funciones de tres o mds variables.

PFROBLEMAS
1. Verificar que las soluciones de la ecuscién diferencial
w' {6} + hwlt) = 0,

en la que ) ee eualguier constante compleja, puede escribirse en cualquiera de
las {ormas: .
= O exp (4 '\/i) 4+ Cyexp (—it /) = Cyment /% + O cost /2
= f:0, {exp [ilt V3 -+ Oy} + exp [—ile VX + C,)])
Oycom (2 \/i + Cah

dende C,, C,, ... €, son constantes complejas arbitrarias.

2. Utilizar las Ec. (6), Sec. 30, para demostrar (o) que los cerca de laa funcio-
nes ger z ¥ cod z son todos reeles, (b} que {gen 2| ¥ [coB 2| no estdn reotados &l
tendsr |y| hacia infinito. .

3. Establecer la ortogonalidad hermitiana de Jag funciones exponenciales {6),
SBec. 31, en el intervalo (— m, ©). Demostrar ademés que la norma de cada una

de las funciones es \/ 2.

4. Demostrar que la sucesién {{b — a}-sexp [2arizfib —a)l},n =0, £ 1,
4+ 2, ... ortcnormal en el mentide hermitiano en el intervale (a,b).

5. Poner § = arc cos @ pars establecer la ortogonalidad de los polinomics de
Tchebyaheff(2) con funciones peso (3) Sec. 31.

6. Poner z = cos en Ja formula (2), Sec. 31, en las funciones Tp{z). De-
sarrollar la potencia del binomio en la férmula {cos § 4 48en 8}* = cosnd +
-+ ¢ sen nf) de De Moivre & igualar las partes reales para demostrar que cos nf
es un polinomio de grado » en cos 0, ¥ valiéndose de esta propiedad, demostrar
que T'u(x) er realmente un pelinomio de grado n en .

32, Problemas de Sturm-Liouvide, En la Sec. 16 se utilizé un
método de separacién de variables, y superposicion de funcio-
nes del tipo X(2)T(t) que satisfacen las condiciones homogéneas,
para escribir una solucién formal de un problema de contorno
relativo a los desplazamientos y(z,t) de una cuerda tensa. El pro-
cedimiento exigia a la funcién X que fuera una solucién del pro-
blema homogéneo.

(1) X'@) +3X(@) =0, X(0)=0  X{c)=0.

Para un conjunto discreto de valores del pardmetro A = n?x%/c?,
n =1, 2, ... encontramos que el Prob. (1) tiene las soluciones no
triviales X = sen (»rxzfc) y que estas funciones son ortogonales en
el intervalo (0,e).

Cuando se aplica a problemas de contorno mds generales, en ecua-
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ciones en derivadas parciales, el procedimiento lleva con frecuencia
a una ecuacién diferencial homogénea del tipo

(2) X"{x) + Rz X'{x) + [@(z) + »WPx)e]X(z) = 0

gue contiene un pardmetro * en la forma indicada, y & un par de
condiciones de contorno homogéneas del tipo

(3) aX(@) + a,X'(@) = 0, BX(B) + bX'(b) = 0.

Las funciones P, @ y R y las constantes a,, ¢y, by ¥ by son dates del
problema plantéado por las ecuaciones en derivadas parciales; 2 y
X{x) han de determinarse,

En lugar del problema consistente en las Ees. (2) y (3), pueden
aparecer otros problemas de contorno homogéneos —con contorno
formado por dos punios— y conteniendo un parémeiro. Pero el
Prob. (2) v (3), o problema de Sturm-Liouville, es de importancia
fundamental *. _

Cuando sus términos se multiplican por una funcién

r(x) = exp [ [ B(z) d=],

que es un factor integrante para X' + RX’, la ecuacién de Sturm-
Liouville (2) toma la forma

d aX
@ 4 [f(z; a] + [g(®) + (@)X = 0.

Sometiendo & las funciones p, ¢ ¥ r a condiciones mds bien gene-
rales, puede demostrarse que existe siempre una infinidad numerable
de valotes X, dy, ... del pardmetro » para cada uno de los cuales el
problema de Sturm-Liocuville (3} ¥ (4) tiene una solucién que no es
idénticamente nmla. Los nameros 2, son los gufovalores, valores pro-
pio8 0 niumeros caracteristicos, del problema, v las solueiones corres-
pondientes Xn(z) son las autofunciones, funciones propias o funciones
caracteristicas. Obsérvese que CX, es también una autofuncién,
donde € es cualquier constante diferente de cero. En ¢l caso espe-
cial (1), iz = n¥n?fc? y Xy == sen (nrnxfc).

La ortogonalidad de las funcionea propias con funcidén peso p en

! Bn los tres primeros tomos el Journal de Mathématigue, 183G-1838

J.C.F. Sturm y J. Liouville dieron los primeros desarrollos exiensos de esta
teoria.
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el intervalo {a,b) se establece en la siguiente Seccidn. Con respecto
a la sucesién de autofunciones normalizadas

b
$n(z) = Xnla)]| Xulj~* donde || Xs|? =f pXp?dz

la serie de Fourier generalizada para una funcién f es

bt b
) Y cadnlz)  donde cp = f Bfpn de

H=1

Estableceremos la convergencia de esta serie a f(z) en el intervalo
(a,b) para casos especialmente notables y para casos singulares del
problema de Sturm-Liouville

La teorfa de representacién para el caso general no se presenta en
este libro 1. Para el caso general de la demostracién de que la serie (5)
converge a f{a) emplear generalments la teoria de residuos de las
funciones de variable compleja, o una comparacién de la serie con
una zerie de Fourier ordinaria que represente a f. Las demostraciones
ge complican por el hecho de que no pueden escribirse scluciones
explicitas de la ecuacién de Sturm-Licuville con coeficientes arbitra-
rios. Se encuentran propiedades de las soluciones, por medio de intere-
santes y utiles artificios, a la vista de la propia ecuacién diferencial.

En el caso de que r{a) = r(b), lo dicho anteriormente sigue siendo
cierto cuando lag condiciones de contorno (3) son remplazadas por
laa condiciones de contorno periddicas

(6) X(a) = X(b), X'(a) = X'(b).

Tales condiciones aparecen comtnmente cuando = representa una
soordenada tal como el Angulo ¢ en coordenadas cilindrieas, en un
intervale (0,2r).

El adjunto de un cperador diferencial lineal M de segundo orden,
donde

(7) M[X(z)] = A(z)X"(z) + B()X'(x) + Cx)X(z),
3 el operador M* tal que,

8)  MUX(x)] = [A)X(=))” — [B@)X@)] + C@)X@).

! e trata ol caso general en el Cap. 9 de Operational Mathematics por R. V.
Churchill. Para mds informacién sobre la tecria de Sturm-Liouville, pueden
consultarss los libros de Ince, Coddington y Levinson y Tichmarsh (Eignfunc-
tion Expansions) relacionados en nuestra Bibliograffa. Se trata de otros aspec-
tos del tema de los libros de Collate ¥ Friedman.
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El operador L, donde
{9} L[ X(z)] = [r(@x) X' ()] + g(=) X{2),
es aulo adjunio; esto es, L y L* son el mismo, pues,
X" 4+ rX +¢X = (rX) — (XY 4+ ¢X.

La forma {4) de la ecuacién de Sturm-Liouville resulte ser espe-
ctalmente Util porque estd escrito en términos del operador auto-
adjunto L; tiens la forma

(10) LIX(®)] = — (@) X(z).

Algunas propiedades de L se hardn notar explicitamente en los
problemas,

33 Ortogonalidad de las autofunciones, Pueden establecerse aqui
unos pocos resultados de la teoria general que serdn tutiles para los
capitulos que siguen. En casos especiales se hallardn los autovalores
y las autofunciones y, por tante, no habré duda acerca de su exis-
tencia.

Suponemos, & menos que se diga otra cosa, que losg coeficientes en
el problema de Sturm-Liouville

(1) XY + (g + )X =0,
(2) o X(a) + apX'(a) = 0, 5 X(d) + b,X'(b) =0

satisfacen las siguientes condiciones: p, g, » y +* son funciones conli-
nuas con valores reales de xia < z < b); ademds p(x) > 0 y riz) >0
cuaendo ¢ < x << b, y las constantes u,, ay, b, Y by son reales ¢ tndepen-
dientes de 2. Las autofuncionea X, han de satisfacer las condiciones
de regularidad que generalmente se exigen a las soluciones de las
ecuaciones diferenciales de segundo orden {Sec. 19); a saber que
Xn y X'n sean continuas en el intervalo e <o = b,

Teorema 3, Sean hy, y 2y, dos aulovalores distintos cualesquiera del
problema de Sturm-Liowviile (1} y (2), con autofunciones correspon-
dientes Xp, ¢ Xy, Entonces, Xy, y Xy son ortogonales con funcidn peso p,
en el intervalo (a,b). La ortogonahdad existe también en los casos siguien-
tea: (@) cuando r(a) = 0, caso en el cual las primeras de las condicio-
nes de contorne (2) puede ser eliminada del problema; {B) cuando
r(b} = 0, caso en el cual puede eliminarse la segunda de aquellas condi-
ciones: (¢) 8t r{a) = r(b) y las condiciones {2) son remplazadas por
las condiciones de condorno periédicas (8), Sec. 32.
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Para demostrar este teorema observaremos primero que
0 X'm) +9&m = —2npXm,  (rX'5)" + gXn = — 2apXn
pueste que cada autofuncién satisface la Eo. (1) cuando A tiene el
autovalor correspondiente. Multiplicando los dos miembros de estas

dos ecuaciocnes por X, ¥ X, respectivamente, y restando se obtiene
la relacién

{3 (A — 2)pXmXn = (rX'n) Xip — (rX') X
d '
= —[(rX'n) Xm — (rX ') X5}
dx
La reduccion final a una derivada exacta, fue aqui posible por tra-

tarse de un operador autoadjunto.
Las condiciones de continuidad exigidas permiten eseribir

b
@) Gm— ) f PXnXn de = [(XpX'n — Xp X' ]220

La tltima expresién dentro del paréntesis es el valor del de-
terminante

5) Alz) = Xnlr) X'miz) .
Xalz) X'alz)
¥, por tant»o,
b
(6) (m _)‘“)f PXpXn dz = r(b) A(b) — ra)Ala).

La primersa de las condiciones de contorno (2) exige que

5 Xm(8) + 6 X'm(a) =0, & Xyla) + apX's(a) =0,

¥ para que estas ecuaciones simultdneas en a; ¥ a, sean.satisfechas
por niimeros 4, y a,, de los cuzales uno al menos sea diferente de cero,
es necesario que el determinante A(a) sea cero. Andlogamente, de
la segunda condicién de contorno, donde by y by no son ambos cero,
se deduce que A(d) = 0. Entonces, segin la Ee. {8),

() (x,,,_mfbpx,,,x,dz= 0
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¥ puesto que Ag = kg, 8o sigue la propiedad de ortogoualidad

b
(8) f P(2) Xon(7) X} dz = 0 (v £ 7).

En el caso de que r{a) = 0, la condicién (8) resuita de la Ee. (6)
cuando Afa) 5 0; esto es, cuando @, = a, = 0, en ouyo caso la primera
de las condiciones (2) desaparece. Andlogamente, si r(b) =0, la
segunda de aquellas condiciones no es necesaria.

En el caso de que r(a) = r(b), y de que se empleen las condiciones
periédicas X(e) = X(b), X’'(a) = X'(h) en lugar de las condicio-
nes (2), entonces :

#{b)A(D) = r(a)Ala)

¥ de nuevo resulta la Ee. (8). Esto completa la demostracién del
Teorema 3. '

Supéngase que X es una autofuncién correspondiente a un auto-
valor » = a + if, donde o ¥ £ son niimeros reales. Entonces X(x),
que puede ser compleja, satisface lag Ees. (1) ¥ (2). Tomando los
complejos conjugados de todos Jog términos de esas ecuaciones y
recordando que coeficientes tienen valores reales, se ve que (Sec. 30)

) Xy +@+mE =0,
6X@) +0X'(@) =0, bX(®) + bX(5) = 0.

Por tanto, X es una autofuncion correspondiente al autovalor % y, de
acuerde con la Ee, (7),

b
(A — %) f (@) X(2) X () da == 0.

Pero siendo p(x) > 0 cuando ¢ < << b y XX = |X|2, resulta que
la integral anterior tiene un valor positive y, por tanto, al ser 2 — & =
= 21, resulta que B = 0; ea decir, » es real.

‘Este argumento tembién se aplica a los easos {a), (4) y (¢) del
Teorema 3.

Teorema 4. Pare el problema de Sturm-Liouville, o sus modifica-
ctones (a), (b) ¥ (c) citadas en el Teorema 3, todos loa valores propios
son reales, _

34. Unicidad de las autolunciones. Designemos por X e ¥ dos
autofunciones del problema de Sturm-Liouville (1) v (2), Sec. 33,
correspondientes al mismo autovalor real ). Supongamos gue r no
se anuia en un extremo del intervalo, por ejemplo, r{g} > 0.
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La combinacién lineal

(1) Wiz) = Y'(a)X(z) — X'(a) ¥(z)

satisface la ecuacién diferencial homogénea

(2) WY + g+ )W =0;

y también la igualdad W'(a) = 0. Puesto que X e Y satisfacen las
ecuaciones

3) 0,X(@) + a,X'(0) =0, &¥(@) + a,¥(a) =0,

donde a4, ¥ @, no son a la vez cero y W{a) es ol determinante del par
de ecuaciones anterior en a; ¥ a,, resulta que W{g) = 0. De acuerdo
con el teorema de unicidad relativo a las soluciones de las ecuaciones
diferenciales lineales {Sec. 19), W(z) = 0 es la Gnica solucién de la
Eec. (2) para la que Wia) = W'(a} = (). Por consiguients,

(4) Y'(@)X(z) — X'(a)¥{z) = 0.

A menos que ¥'(a) = X'(a) = 0, la Feo. {4) expresa que las fun.
ciones X ¢ ¥ son linealmente dependientes; una de ellas es igual a
la otra por una constante, Recuérdese que el cero no es una auto-
funcién. 8i Y'(a) = X'{@) == U, es entonces @, = 0 en las Ees. (3).
En este caso emplearemog la combinacién lineal

(%) Z4(z) = Y(@)X(z) — X(@) Y(z)

para demostrar de manera semejante que Z(x) = 0 y, por tanto,
que X & ¥ son linealmente-dependientes.

Bupongamos que X = 4 4- ¢ es una autofuncién compleja corres-
pondiente & un autovalor real A. Sustituyendo u -- i en lugar de X
es el problema de Sturm-Liouville, y separando las partes reales y
lag imaginariasg, se ve que u y v son dos autofunciones correspondien-
tes g 2. Por tanto, v = kuy X = (1 + tk}u, donde % es una constante,
Esto es, X es real, aunque posiblemente pueda contener un factor
constante imaginario.

Reuniremos los resultados obtenidos de la forma siguiente.

Teorema 5. Bajo la condicidn adicional de que bien sea r(a) > 0,
6 r(b) > 0, el problema de Sturm-Liouville (1) y {2), Sec. 33, no puede
tener dos autofunciones linealmente independientes que corresponden al
miamo autovalor; ademds, cada autofuncidn puede hacerse con valores
reales multiplicdndole por una constanie apropiada diferenie de cero.

]
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Que este teorema no siempre es de aplicaciéon cuando las condi-
ciones (2), Sec. 33, son remplazadss por las condiciones de contorno
periédicas, queda demostrado por este importante caso especial.

B) X" +1X=40¢, X{— =} = X(n), X'(— m) = X'(n).
cuando 2 # 0, ls solucidén de esa ecuacién diferencial es

X(@) = C, sen v/ + Oy cos 2 /2.

8i esta solucién ha de satisfacer las dos condiciones de contorno ha de
verificarse que

(7 Cysenn4/A=0 y Conen m A/ % =0,

No pudiendo C, y €, ser simultdéneamente nulas si X ha de ser una
autofuncién, resulta que A = #? {n = 1, 2 ...) mientras que las cons-
tantes C; y Oy son arbitrarias.

En partioular, para cuslquier constante By, las dos funciones

()] Xy(x) = sen nax, Ya(x) = By sen nx + cos nx

son gulofunciones linealments independientes correspondientes al mismo
autovalor A = nt. Para formar pares andlogos, pueden utilizarse
otras combinaciones lineales de nz y cos n.

Cuando doe funciones son linealmente independientes, existe siem-
pre una combinecién lineal de ambas que es ortogonal & una de
ellas (Prob. 4, Seo. 28). 8i By = 0 en las Eca. (8), ¥4 es ortogonal
& X, en el intervalo (— m,x).

Una constante es la finica autofuncién del Prob. (6) correspondiente

" al sutovalor » = 0. Segtn el Teorema 3, las antofunciones correspon-
dientee a distintos autovalores son ortogonsles. Aqui p(x) = 1. Por
consiguiente, la doble sucesidn

{9 {senz,sehflx,sen&c,...,l,cosz,cos%,...},

sistema de autofunciones del Prob. (8), es ortogonal en el intervalo
(— =,x). Obeérvese que ello incluye la ortogonalidad de sen nx ¥
cos 7%, cada uno de los cuales corresponde al mismo autovalor A = n?,

FROBLEMAS

Buscar todos lon autovalorse y autofuncionss de los problemas de Sturm.
Liouville presentados en los problemaa del 1 al 6. Indicar ademsés e intervalo

¥
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¥ la funeién peso p en la relacién de ort.ogonahd.ad que segiin el Teorema 3
existe,

1. X7 4 AX = 0; X(0) = 0, X'(!/4) = O.
Solueton Xy =sen[(2n—lz] (n=1,2,...)
2. X"+ 33X =0 X0} =0, X'(¢) = 0.

Solucién X, = cos{nrzfe) (n=0,1,2,...)

X+ A =06 X(—m) =0,X"(m) =0,

Solucidn X,.z-cosﬂ(i;fﬂ) n=0,1,2...)

4. @X') + X = 0; X(1) = 0, X(e} = 0. Obsmérvess qus la ecuscién
diferencial se reduce a uns del tipo de Cauchy despuéa de efectuar la
derivacién indicada.

Solucidn Xg =z lgen(nrlogzh,n =1,2,...;p(x) = 2.

5 X" + A X =0, X(0)=0, X(1)—X'(1) = 0. Sugerencivs Poner A = 0
para demostrar yue X, {x) = z es una autofuncién (i, = 0). Eseribir } = — a?,
o real y emplear las grifices de y = o e ¥ = tagh o para comprobar que no
existen autovalores negativos., Poner A = ¢ y usar las gré.fmas de ymx ©
¥ = tan  para comprobar que los sutovalores positivosaon by, = as (n = 1, 2...}
donde a, 50n 188 rafces positivas de la ecuncidn tan « = .

Solueidn X, = z, Xp == sen dnx r=12...)

6. X7+ 22X =0, X(0) =0, hX(l) + X'(1) = 0 donde A es constante y
h > — 1 (Comparser el Prob. 5). Demostrar que Jos autovalores conasisten
sclamente en los nimeros A, = tis3, donde oy son 188 rajces positivaa de la ecua-
cibn h tan o = — o, y que X = senugr (n = 1,2, ...}

7. Cuando & << — 1 an el Prob. 6, demosirar que 3, = — «,* es un autovalor
con sutofuncién X, = senh ayx, donde & = w, o8 la raiz positiva de la ecuacién
tanh o = — afk; demosirar que 3y, = ax?y Xp = sen ez {n = 1, 2, ...} donde
tan gg = — G,mrh.

8. En Ja Seo. 34, utilizar la funcién Z definida por la Eec. (6 para
probar que X e ¥ son linealmente dependientes, en el caso a, = 0.

9. Indicar los pascs gue conducen a lags Ece. {7}, Sec. 34,

18 Obsérveas en el problema de autovalores (6) de la Sec. 34 que si « (ra-
dianes) es un Angnlo constante tal gue sen o # 0, las doa funciones lineslmente
mdependlent.es sen nx v Ben (nz - o) son dos a.ubufuncmnea correspondientea
al misme sutovalor A =n' (n = 1,2, ...). Demostrar que su combinacién
lineal coa (Ax + o) es ortogonal a gen {m + ) (ver Prob. 4, Bec. 28), y por
tanto que las funciones sen {z + ), sen {2z 4+ w), ... 1, cor {z + &), cos
{22 4 «), ... constituyen un sigterna ortogone) de sutofunciones en el interva-
te {—m, x}.

11, Para el problema de nutovalorea

X"+ WX =0 X(0) = X{2¢), X0y = X'(2),
obtener e} siguiente sistemna ortogonal de autofunciones en el intervale (0, 2c):

’ mnx nmE
sen — = 1, aoa — fmn=12...)
f ¢ ¢
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12. Demostrar que el operadoer antoadjunto L definido por la Ee, (8), Sec. 32
satisface la identidad de Lagronge pora exe operador

XL[Y]— YL[X] = Z:'c (XY — X’'F)r)

para cualquier par de funciones X, ¥, suponiendo que existan todas las deri-

“;i:.a.ﬂi X & ¥ del Prob. 12 satisface las condicicnes de contorno en el preblema

de Sturm-Liouville, ¢ las condigiones de contorno periddicas, demoatrer que
(X, I(Y3) = (¥, LX),

dende esto# productos interiores en el intervelo (s,0) no contienen funciones

peso.
14. 8i N es ol operador d¥/dz4, demostrar que
d
AN[Y)— PNIX] = ——(XF" —~ FX" — ¥'X 4 Y'X"),

¥ de aguf, probar que si X, y X,, son autofuncionea del problema de auto-
valores de cuarto orden
NiXje= —2X; X{0) = X7(0) =10, X{o)=X"(c) =0,

correspondienten s distintoe auvtovaloree i; ¥ 3, entonces es X, ortogonal a
X, en ol intervalo (0,c).



CAPITULO 4

SERIES DE FOURIER

25. La serie bdsica. La serie t.rigonométrica‘

® Yt + 3, (an 008 1 - by som n2)

i

es una serie de Fourier si sus coeficientes vienen dados por las for-
mulas

a,,#_f J@) s nedz  (m=0,1,2, ...),
{2)
=; f(z)aenmdm m=12.,.),

—_

donde f es8 alguna funcién definida en el intervalo (— =,x),

En la Sec. 34 vimos que las Tuncionmes 1, cos =z, cos 2r, cos
32, ..., sen =z, sen Zr, ... constituyen un sistema de autofun-
ciones, ortogonal en el mt.ervn.lo (— ) para el problema de
autovalores

X"(x) 4 2 Xz} = O
{3) X(—r)=X(x), X'(—n)=X'(x).

El sistema ortogonal normalizado es
@ } 1 cosmz sonna
) '\/ 2m ® \/;
y la serie de Fourier (4), Sec. 27, correspondiente a la funcién f con
85

(m, n = 1, 2:"'):
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respecto & ese sistemna ortogonal es

dﬁ 008 N cos nE
+ 2: . id

sen ne sen ni
= [ dE]
Y -
Esta serie es la serie (1) con log coeficientes (2).

La correspondencia puede expresarse en la forma

(6)  F@) ~ % I (B )E + 1_11 2.»: [cos e J " 1(£) cos nE dE
+ senmf J(E) sen nE di]

que escrite en forma més abreviada es

\/2

© fo~g et 2 [ 10 cos iz —B 25

Obsérvese que el término constanie de la serie, o el término Y, @, de
la serie (1), es el valor medio de f{x) en el intervalo (— m,x).

Cada uno de los términos de la serie (1) es periédico en & con
perfodo 2w, Por consiguiente, cuando la serie converge a fiz) en el
intervalo fundamental {— m,w) converge & una funcién periddica
de perfodo 2= que coincide con f en el intervalo fundamental; esto
es, la serie representa la extensidn periddica de f para todos los valores
de x. En el caso de que f esté definida para todas las x como funeitn
periddica de perfodo 2w, esto es, si f{x + 2n) = f(x), la serie repre-
senta a f para cualquier valor de « cuando la representacion es valida
en el intervalo findamental. Ademdés, en este caso, cualquier inter-
valo de lengitud 2=, tal como el intervale (0,2r), sirve como inter-
valo fundamental.

Asl, pues, la serie de Fourier (1) tiene dos aplicaciones fundamen-
tales: (a) representar une funcién definida en el intervalo (— =,7),
para valores de z en ese intervalo, o (b} representar una funcién
periédica, con periodo 2w, para todos los valores de x. Es evidente
que no puede representar una funcién para todo valor de « si la
funcién no es peri6dica.

En este capitulo estableceremos la convergencia de la serie basica
de Fourier a f(z), sometiendo a f a condiciones no muy restrictivas.
Las representaciones por medio do series de Fourier en intervalos
fundamentales distintos del (— =,n) reguirén fdcilmente.
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86. Fjemplo. Escribamos la serie de Fourier oorrespondiente a la
funcién f definida come sigue, en el intervalo —n < 2 < ™

_jo cuando — n << x = 0.
f“""g ouando 0 <z < .

La gréfica de la funcién estd indicada en la Fig. 9 con trazo grueso.
Los coeficientes de Fourier son

— “f(z)dzz_l-(o-{—fﬂlzdz) =z
LY ™ —0 2

a“=lfﬂzcosmdx=msm+mgenm ==(_1),;__1,
0 L 0o . Tm

™

%:ijnxaenmdx=senﬂxﬁmmm]“=--(_1)“;
TS0 nnt 0 n

donden=1,2, ... Por oonaiguiéntve en el intervalo (— n,%),

(— 1}"—-—]. (—I)m»
P ——- QDB NT — ————— BeN BT
=) + ;1 [ -
Veremos pronto por qué esta serie de Fourier converge a f(x)
cuando — © < # < w. De ello se seguird que la serie también repre-

senta la extensién periédica de la funcién f indicada por las ineas de ~

Y

_J,/ b1 L. ‘,/ 1 :'/
-2r -r = 0 r 2r ar 4r  x

Fia. 9

puntos de la Fig. 9. La funcién periédics es discontinua en los puntos
2= +4-m 4 3 m, ... Nuestra teorfn mostrari que la suma de la
serie en cada. uno de esos puntos debe ser /2.

Como indicacién de la convergencia de la serie a f(z), pueden su-
marse unos pocos términos de la serie por composicién de ordena-
das. Se encontrard, por ejemplo, que la grifica de la funcién

® 2 1
= - —_—geo8x - sen ¥ — — sen 2z
y 4 ™ 2

€8 una aproximacién ondulada a la gréfica de la Fig. 9.
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87. Berie de Fourier de cosenos. Serie de senos. Si f(— &} = f(»)

" pars todos los valores de z para los que f{r) estd definida, f es una

funeidn par. Su grifica ¥ = fiz) es simétrica respecto al eje de orde-
nadas, y, 81 fes integrable desde = 0 a = = ¢, se verifica que

f”f(x) do — QJMf(x) dz.
—c 0

Una funcién de f impar es aquella para la que f(-— z} = — f(x). SBu
gréfica es simétrica respecto al origen y su integral entre —o¢ v ¢
es cero.

Por ejemplo, las funciones 1, 2%, cos kx, y x sen kx son pares,
mientras que x, 2* v 2% sen kx son funciones impares. Aunque la
mayoria de las funciones no son ni pares ni impares, toda funeién
definida en un intervalo (— ¢, ¢) es expresable como suma de una
funcién par y una impar por medio de la identidad.

(1) fl@) = el flz) 4 fl— 2)] + Yolfe) — f(— 2)].

Cuando f es una funcién par en el intervalo {— 7w}, sug coeficien-
tes de Fourier tienen los valores

2 =
(2} %:-—f flx) cos nx dx (n=2012 ...}
T o '
Yo =0Mm=1,2, ...}, Por tanto, su serie de Fourier se reduce a
3 f FEYdE + = Z €08 N f f(E) cos nf dE.
n'=1

Esta es la serie de Fourier de cosenos correspondiente a f en el inter-
valo (0,m), con respecto & la sucesién ortogonal {cos nw}, n =0, 1,
2, ..., de autofunciones del problema de Sturm-Liouville (compérese
con el Prob. 2, Sec. 34}

4 X +rX@ =0 X0 =0 . X(m=0

Al ser pares las autofunciones, la scrie (3) representa una funcidén
par en el intervalo (— n,m) 8i converge cuando 0 < x << 7.

Cuando J estd definida solamente en el intervalo (0,n), la serie es
la serie de Fourier para ln extensién periédica par de f, con pe-
riodo 2.
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Cuando f es una funeién impar, 25 =0 y

(5} = Ef :f{x} sen nx dx;
e
¥ por consiguiente, '
2 m_‘ [N
[ ~ dE.
(6) CRER ne [ g@ gt

Esta serie de Fourier de senos (compérese con la See. 17} servird
para representar funciones impares en el intervalo (— w,x} o funsio-
nes periddicas impares de periodo 2= para todos los valores de z. Pero
también sirve para representar funciones definidas solamente en el
intervalo (0,#x}. De hecho, es la serie de Fourier para f con respecto a
la sucesion ortogonal {sen nz} en el intervalo (0,n), que es el sistema
de autofunciones del problema de Sturm-Liouville.

7 X"@) + 2\ X(@) =0 X{0) =0 X(m)=0.

Ejemplo. Para escribir la serie de ¢nsenos (3) para la funcién f(z) =
= gen z en el intervalo (0,7) observemos que

2 5 4 2 -
Ay = - gen z dz = —, fiq :—-j sen x cos z dx = 0
®.Ja T LY

younandon = 2, 3, ..., gque
2 T
Qg = — / sen x ¢os nx do

Teln
1 £

= [sen (1 + n)x + sen (1 — n)x] dx
Tt

1 cos(l-+n]x+cos{1—n):n ¢ 21 F(—=1n
™ 14 n 1—n w1 -n?

Por tanto, du, . = 0 ¥ @y, = 4n-3{1 — 4%%)-* de modo que

2 4.2 cos 2nx
8 HE[L B~ — — - e Oéx‘_;:ﬁ.
®) " . ﬂzlw_l ( )
n=

Supongamos que esta correspondencia sea una igualdad para todo
valor de z en el intervalo indicado, como més tarde demostraremos.
Entonces, para todos los valores de x exteriores s dicho intervale, la
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serie converge & la extension periédica par de sen z de perfodo 2.
Esta extensién, mostrada en la Fig. 10, es la funcién | sen z |.

Como een x es orbogonal a sen nx, cuando =2, 3, ..., en el
intervalo (0,w}, la serie de Fourier de senos (8) de la funcién sen z
consiste en el Gltimo término sen 2.

-7 o x 27 E

Fio. 10y = |senz|.

38. Derivadas unidireceionales. Sea f una funcién cuyo limite &
la derechs, f(z, + 0), existe en el punto z, (Sec. 26). La derivadn o lo
derecha de f en este punto se define como sigue:

) fofe) = lim KR EAZLEED g,

t=+0 E

cuando el limite existe. Obsérvese que es preciso que exista f(z, + 0)
para que exista fp(xz,). En el caso que exista la derivada ordinaria
(bidireccional} f'(x,) entonces f{x,) = f'{zg).

Anélogamente, cuando existe f{z, — 0), la derivade a ia szquierda
de f en =, estd definida por la férmula

. —0)— floy —¢
(2) filxg) = lim flag = 0)—flzo —¢)
1= 0 £
Cuando existe el limite, y fi(%,) = f'(x,)} si f'(2,) existe.
Como ilustracién, consideremos primere la funcién continua

{2t cuando ¥ = 0,

(3) F® = on o cuando z = 0.

Encontramos que f3(0) = 1 y f1(0} = 0, como se ve en la gréfica de
S, F{0) no existe. Pars la funcién escalén

L 0 cuando x < 0,

hiz) = 1 cuando z = 0,

h’{0) no existe; pero existen AyL{0) ¥ A;(0) que tienen el valor comin

cero, La funcién 4/z (x = 0) es un ejemplo de funcién continua que
carece de derivada & la derecha en el punto z = 0.
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8i dos funciones tienen derivada a la derecha en el punto z,, tam-
bién la tiene sn producto. Se deja para los problemas la demostra-
cién directa. Pero puede darse una demostracién basada en la pro-
piedad correspondiente de las ‘derivadas ordinarias. Tomaremos
Jlzy + 0) ¥ glxy + 0) como valores de fy g en x; ademds, definiremos
aquellas funciones cuando x £ «; como funciones lineales represen-
tadas por las tangentes con inclinaciones f3(z,} ¥ gp(x,), respectiva-
mente. Estas continuaciones de f y ¢ son derivables en x,, con deri.
vadas iguales a las derivadas & la derecha. Por tanto, existe en ese
punto la derivada de su producto; su valor es la derivada a la dere.
cha de f(x)g(x) en z,.

Andlogamente, si fi{x;) ¥ gi(e,) existen, también existe la deri-
vada a la izquierda del producto f{z) glx) en =,.

Hay otra propiedad mas de las derivadas unidireccionales que resul-
tard atil en nuestra teorfa de series e integrales de Fourier.

Supongamos que, tanto f como f* son funciones casi-continuas en
algtn intervale, y sea el intervalo ¢ <z < b unc cualquiera de loa
subintervalos en el interior del cual f y f* son continuas y tienen limi-
tes unidireccionales desde el interior en los puntos extremos. Si defini-
mos fla) como fla 4 0) v f(b) como f(b — 0), entonces f es continua
en el intervalo cerrado & < o < b. Ademds, ' existe en el intervalo
abierto, de modo que puede aplicarse el teorema del valor medio; es
decir, a cada ntmero » (0 < » << b — &) existe un namero ¢ (0 < § <
< 1) tal que

flo + » —f@+ 0)
A

(4) = f'{@ 4 0).

Como existe f'(@ + 0), el imite de f'(a -+ 02) al tender X a cero,
existe ¥ tiene ese valor. El primer miembro de la igualdad {4) tiene,
por tanto, el mismo limite; esto es, fi(a) = f'{e + 0). Andlogamente,
£i8) = f'(b —0).

Resulta, pues, que en cada punio x, de un intervalo cerrado en el
que tanto f como [ son casi-continuas, las derivades unidireccionales
de f, desde el interior del intervalo, exister y son precisamente los corres-
pondienies limites unidireccionales de f':

®) . Fr(@e) = fl@g + 0),  filag) = ['(me — 0).

La funcidn continua

flz) = 2% sen ! cuando z £ 0,
x

(6)
. f0) =120,
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muestra la distineién entre las derivadas unidireccionales y lmites
unidireocionales de las derivadas. En este caso f3(0) = f;(0) = 90,
mientras que los lmites unidireccionales f'(-+ 0) ¥ f'(— 0) no exis-
ten. La demostracién queda pars los problemas.

PROBLEMAS

1. Verificar directamente por integracion que el sistemna (4), Sec, 35, e or-
togonal en el intervalo {—m, 7).

Escribir la serie de Fourier en el intervalo (—m,x} de las funcwnea definidas
-ep low prohlemas 2, 3,4 y & que siguen.

2, flz) ==, cua.ndo —n < & < 7. Ademds, obténgase la suma de la seric
enando ¥ = 4 .

( _— ]_}n +1
1 Cuando —w << x < Q0 Solucidn 2 Z ——-—— Hen 1,

3. flz) = "t

2 gen (2n — L
20— 1

T:n=1 "

i 3
2Cpando 0 < & < Selucidn -é- +

4. fiz} = 0 cuando —m = 2 = 0, f{(z) s senz cuando 0 S ¢ S .
Ademds, dado que la serie converge a fiz) cuando - = 2 = 7, mostrar
grafieamente la funcién representads por la serie para todes los velores de a.

i 1 1 2 &, cos 2z
Solucidn — 4+ -~ sen o — - —_Z .
* 2 T int-—1

8. f{#) =eF ouando —mw < ¥ < .

Sofucidn

2t 2T

n=]

2561111?:[] o (— 1y ]
—]- (gos nE — 1 BED BE)
T

6. Eacribir la serie de Fourier de cosenos para la funeidn flz) = 2 en el
intervalo 0 = 2 < . Dade gue la serie ropresents a f(x) en ese intervale,
mostrar graficamente la fimeién representada por Ja serie para todes las .

E 4 cos 211 —1
Solucidn  — —- ( }'c.
2 Z {20 - 1)

=1

7. Demostrar que la serie de cosenos encontrada ¢n el Prob. 6 converge uni-
formemente con respecto a = pare todas las ¢ y en consecuencia que la eerie
representa alguna funeion periddiea par gue es continua para cualguier vakor
de & (ver Bew. 14).

Hseribir {#) la scrie de Fourier de costnos, ¥ (5) la sorie de Fourier de pencs
correspondientea a las fuhciones definidas en el intervalo (0.} en log probie-
mas 8 a-10,

4 ~mven (2 — )&

B flz} =1 (02 <. Solucidn  (a) 1: (h) - Z ‘"—"2—- ]—
€ n—

n=1
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9. fix) =z (< x <7} .

, T 4 o con o (20 — ) 5 b 86n nx
Sotueidn. (a)§+*,§, e UL ) It

=]

10 Jix} = 1 euando 0 < « < nf2, fiz) = 0 cuando =/2 < 7z < .

. 2 - nmy 8sen px
Soluciin (b) Z (I coB P ) o
nwl .
" 11. Para la funcién f definida por le férmula (8), Sec. 38 damostra.r que
Jbl0} =0 ¥ que F(+ 0} no exiate,
12. ‘Supueste que las derivades & la derecha de dos funciones f y g existen en
ol punto z,, demostrar que sl producto de dichas funciones tiene en ess punto
ana deriveda a ln derechn introduciendo elrtérmino f(z, -+ c) ¢ (2, + 0) ¥ Bu
negativo en la diferencia .

Alfg) = flmo + e)glz, + €) ~—flawg + Ngla; + 0}

y tomando el limite de A(fo) e cuando e—>a + 0.

_ 39, Una férmula de integracién. Demostraremos ahora que '

th = de = 7.

™
0 x 2

Esta férmula gerd utilizada en la seccion siguiente.
La funcién par S{z) == 2! sen z (m #0), S{0) =1 ests definida
para todos los valores de x por la serie alternante

@ s

Por consiguiente, 0 < S{x) << 1 cuando 0 < z < 1. Ademds, |S(x)| <
< |sen 7| cuando x > 1. Por lo tanto, |S(z)| < 1 cuando « =2 0.

En el intervalo 0 <C 2 << =, sen > (; euando = < & << 2, sen & <
< 0, ete. Reaults, pues, que si x4 > 0 y » es el mayor entero que
cumple la condicién nr < x,

f de—f de{f Sdr 4 - {_'/:de
= (r—1)= ~

—}— ' S dx

"

=dg— Ay + Ay — -+ (— 1)y,
+ {— 176 A,
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donde A, expresa el valor absoluto de la integral de § deade kx a
(k+1r y 0=<18; <1 Obsérvese que d, < =n. En el intervalo
k-ésimo {k > 0), |8(z)| < 1f{k=) y, por lo tanto, 4, << 1/k. Ademis,
la funcién ¥ es tal que A, ., <¢ 4,. La serie alternante

—1i

lim > (— )4y
H=-00 k=0
- converge, por lo tanto. Verificdindose que 854, — 0 cunando n — 8 oo
¥ que n — oo cuando z, —> oo, el limite de la integral (3), cuando
Zp — oo existe. Es deeir, existe la integral impropia (1).

Este integral tiene el valor F(0), donde

) Ft) = f PRl t = 0).
/]

r

La integral (4) converge cuando ¢ *> 0 porgue el valor absocluto de su |
integrando no excede el exp (— lx); ademds,

®) meif3%&=§ > 0).
[+]

Para comprobar que F es continua cusndo ¢ = 0, observemos en
primer lugar que, pucsto que existe la integral, podemos escribir

» k41)=
(6) P(t) = lim E(—l)fc‘ff * (— D=2 %5 gz
nra = . x

Todas laz integrales tiemen aqui un valor positivo no mayor que
Ay en la Ee. (3). Por consigniente, el valor absoluto del resto en esa
serie alternante después de n términos no excede de dp y An << 1fn
independiente de ¢. De ello se deduce facilmente la convergencia uni-
forme de la serie y la continuidad de F. En particular, F{4- 0) =
= F{0).

Ahora cuando ¢ > 0,

(7 ) = “fme“” sen x dz
0

porque esta integral es uniformemente convergente en el intervalo
t = iy, donde i, es cualquier ntmere positivo. Por lo tanto, F'(f) =
=— {41y

(%) F{f} = — arctg t + C.
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La desigualdad (5) muestra que F(f) —>0 cuando ¢ -» co. En conse-
cuencia, ¢ = nf2. Pero como ¢ = F(4- 0) = F(0) queda as{ demos-
trads la férmula (1),

40. Teoria preliminar. Con objeto de establecer la convergencia
de una serie de Fourier hacia su funci6n, resultaran dtiles algunos
teoremas preliminares o lemas, sobre limites de integrales trigono-
métricas. Los lemas gserdn formulados de modo que también puedan
ser eropleados en la teorfa de integrales de Fourier, donde es eseneial
que al pardmetro k de los lemas le sea permitido variar de forma con-
tinua en tugar de hacerlo tomando solamente los valores enteros. En
este fltimo caso (k = =n), los limites del Lema 1 se deducen fécilmente
de la Ec. (6), Sec. 28. El Lema 1 es una forma del icorema de Riemann-

Lema 1. 8¢ une funcibn F es casi-continua en un intervalo a <
= x5 b, endonces

b
{1 ' lim Fix) sen kx dx = 0,
k+o, f
h
(2) lim F(x) cos kx dx = 0.
k—+ o a

El intervalo (e,b} puede ser dividido en un nimero finite de inter-
valos en cada uno de los cuales F es continua incluso en los extremos
gi sencillamente consideramos los limites desde el interior como valo-
res de F en esos extremos. Designamos uno de esos intervalos por
p £ % = ¢q. Entonces la férmula (1} serd cierta si demosiramos que

3) lim /.., F(z) sen ke dr =

LR Y

Dividiendo el intervalo (p.g) en = partes iguales por medio de los
puntos z, == P, &, Ty, - - ., Tn = ¢, 1a integral de la Ee. (3) puede escri-

birse
n—1

}:Iﬁi—]}‘j(.’ﬁ) sen kx da

6 i=0

1;-—-1

F(:-::;)f sen kz dx +f [F(z) — F(zs)] sen ka:dzl

i=a

Efectuando la primera integracidn, v teniendo en cuenta que el
valor absoluto de la segunda integral no excede de la integral
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de | F(x) — F{z;)| se tiene

-— co8 kzy — cos k.
|

+ Z j T Py — e e

8i M designa el valor mdximo de | F{x)| en el intervalo 9 =2 < ¢,
la primera suma del segundo miembro no exceds al nimero

g

(4) 'f F{x) sen kxdx

vﬂ(l

i, 2M  2Mn

(5) Z L

Para establecer el limite (3) demostraremos gue, para cada niimero
pogitivo e, existe un nimero k, tal que

(6) l|fq F(z) sen kxdx
?

Hemos efectuado lag n subdivisiones igualea del intervalo solamente
como medio para efectuar la demostracion.

La funcién F es continua en el intervalo cerrado p = 2 < ¢. Es,
por tanto, uniformemente continua en este intervalo, es decir, a cada
niimero positivo £ corresponde un ntimero 8 tal que

< e siempre que k > k.

| F(x) — Fzy)| < &  siempre que [z — x] < 3,

donde z ¥ x; son puntos de aquel intervalo 1. Sea € el niimero utilizado
en la condici6n (6). Pongamos &’ = Y, /(g — p). Entonees, si n = n,,
donde el entero =, se ha tomado suficientements grande para que la
longitud de cada subintervalo (z;, #;,,) sea menor que 8,

a—i

| Fla) — Fl@g) |82 < e ¥ (&, — i) = —
2‘ j 2(g vp) Z " 2
(n=mn)
De las condiciones {4) y (5) se deduce que
M —
(M fq F{z} sen kx dx | < -2—-131 + 5 cuando 172 8.
» k 2 n

T

! Ver P. Franklin, sTreatise on Advanced Caleuluss, pég. 42, 1940; 0o D. V,
Wildder, sadvanced Calouluss, pdg. 172, 1961,
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Para este valor fijo n,, elegimos ahora & lo suficientemente grande
para que 2Mn fk < €/2; por ejemplo, k = k,, en donds &, = 4Mn,[z.
Entonces la condicién (6) queda satisfecha y el limite (1) queda esta-
blecide.

Las modificaciones necesarias cuando se remplaze sen kx por
coa kz, para demostrar la formula {2}, son elementales,

Lema 2. St F es casi-conlinua en un infervalo 0 < x < b y posee
‘una derivada a la derecha F'p{0), entonces

sen kx

(8) im [ Fx)

A 0

dr =2 F(10).
2 (+0

La integral anterior puede escribirse como la suma. -
b b Fiz) —
@ F(+ 0)f senkz . +f F@)—F(+0) o b dr,
0 x 0 *

|
Vimos en la Sec. 39 quef ¢~ gen ¢ dt = =/2. Por tanto,
0
. *sen ke R gen t n
lim ¢
ksw S T kaw, fn ‘ 2

Ls funcién [ F(z) — F{4 0)}fx es casi continua en el intervalo
(0,6} puesto que la misma F lo es, y el limite

Flz) — F(4-0)
i "

x—+0 x

(x> 0),

que representa F7,(0) existe. De acuerdo con el Lema 1, el limite de
la segunda integral de la expresién (9}, cuando k& — oo es cero. De
ello se deduee (8), ¥ el Lema queda demostrado.

Lema 8. Sea F una funcién casi-continua en un intervalo (a,b)
que posee derivadas a la derecha y a la izquierda en un punic x, donde
a < x, < b. Entonces,

(10) lim [' ’ F{z) sen ke —a) K@ + 0) + Flag—0)
x — 2

hra

1La integral anterior puede escribirse como la suma

f F()s»an bz, — 8)ds+f Pt aen_ k(t ~— %) it.
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Sustituyendo la diferencia 2, — ¢ por X en la primera de las inte.,
grales y t — x, por x en la segunda, se pnede expresar su suma por

s fy—id kx b2y
(11) J Flag — ) s g + f Fleg 4 2) % g,
4] v ¢ x

8i ponemos Gz} = Flz,—=z} y Hix)= F{z, + z), vemos que
H+0) = Flxy— 0) v H(+ 0) = Flz, + 0). Ademds, segiin las defi-
niciones de las derivadas unidireccionales, se deduce que G4(0) yHp, (0)
tienen los valores — Pi(x,) ¥ Flz,), respectivamente. El limite de la
suma {11}, cuando k —» o estd dado, por tento, por el Lema 2; es

(12) [0+ 0) + H(+ 0)] = - {Plxy—0) + Py 4 )

¥ asi queda establecido el Lema 3.

41, Un iteorema de Fourier, Un teorema que da condiciones bajo
las cuales una serie de Fourier converge hacia su funcién se conoce
con el nombre de teorema de Fourier. Estableceremos ahora uno de
tales teoremas. Las condiciones son suficientes solamente para la
representacion. Resultard conveniente considerar la extensidon peri6-
dica de la funcidn.

Teorema 1. Sea f una funcidn casi-continua en el intervalo (— n,%)
y periddica de perfodo 2. Entonces su serie de Fourier

1 = 1.2 -
W ?{f FEYAE+— X [ f8) cos niE —2) dE

=]

~ converge al valor
{2} Yolfl + 0) + fla—0)] {— oo << < 00}

en todos log puntos x donde f tenge derdvadg a ln derecha y a la tzguierda.

Ohsérvese que la serie (1) es la forma abreviada de la serie bdsiea (1)
de 1a Sec. 35 y que los coeficientes a, y &y existen debido a la casi-
continuidad de f. La cantidad (2) es el valor medio de los limites de
la funcién, desde la derecha y desde la izguierda, en el punto z; es,
simplemente, f(X) si f es continua en ese punto.

La suma Su(x) de loa » - 1 primeros términos de la serie (1) puede
escribirse

1 - 1 <
s = [ 10 [§+Zcos m(a~x)]dz.

M=l
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Aplicando la identidad trigonométrica de Lagrange (Sec. 30} & la su-
ma entre corchetes, resulia

1 . YE —
@ se= e ee

Es facil verificar que el integrando de esa expresién es una funcién
periédica de £ de perfodo 2x por tanto, su integral a lo largo de
cualquier intervalo de longitud 2r es la misma. Integremos desde a
a a + 2x, donde el nimero ¢ se elige de manera que el punte z gquede
entre los limites de integracidn; esto es, ¢ << 2 << @ 4- 2.

Multiplicando el numerador y el denominador del integrando por
£ — x se tiene

@ Sufe) =~ f T py e e Zi’f“”” &,
.'ricmde, para el valor fijado de z (¢ <z < a + 2w),

1 —
®) Py = fg) — e —2)

sen [V — 2)]

Los puntos « y £ estén en el intervalo a Sz <e¢ -4 2r y v es un
punto interior. Por tanto, la distancia £ — z| entre los dos puntos
tiene un valor mdximo 2D que es menor que la longitud 2 del inter-
valo. Esto es, Y, |£ — x| = D < =, donde D depende de .

Utilizando la funecién § (Sec. 39), donde S(f) = t-l sen ¢ cuando
t 5= 0y 8(0) = 1, la Ec. (5) puede eacribirse

E—z\ ]
© F(E) =f(§)[8(——§—)] (el — | 5 D).
Ahora bien, 8{f) & 0 cuando || < D < ». Al ser |
g
B =1— +o—

resulta que §'(f) existe para cualquier valor de ¢, y de aquf se deduce
que existe la derivada de [S(#)]-! cuando |f| <C D. Por consiguiente,

la funetén
E—az\]
[5(39)]
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ea continua y derivable con respecto a £ cuando Yylf — 2| << D. De
la Ee. (6) resulta que F(£) debe ser casi-continua en el intervalo (z,
@¢ + 2r) y que deben existir sus dos derivadas unidireccionales en el
punto £ = = porque F es el producto de dos funciones que tienen
eaas dos propiedades. Ademds,

Flz+0=flz1+0), Flo—0=Ff—0

Por consigniente, F satisface las condiciones del Lema 3 en el
intervalo ¢ £ £ = a + 2x. Si aplicamos ese Lema a la integral de
la Eec. (4), donde n 4 1/, = k ¥ z ocupa ¢l lugar de z, veremos que

tim 8y (a) = FE O + Fg—0) _f +0) ;rf(x —0

que tiene el mismo significado que el enunciado del teorema.

42. Discusién del ieorema. Supongamos que la funeién f estd
definida solamente en el intervalo (—-=,x), ¥ que allf es casi-continua.
Entonees, el Teorema 1 es de aplicacién a la extensién periddica de f.
Por ello, en cada punto interior 2 del intervalo donde existen ambas
derivadas unidirecoionales, la serie de Fourier de f converge al valor
medio

Yol = + 0) + flz — 0] (—r<z<m
Pero en los dos extremos & = —+ = converge al valor
0y Yelf(n — O) - f(— = + 0)),

supuesto que fp{— =) y fi{n) existen, porque éste es el valor medio
de los limites unidireccionales de la funcién peritdica en cada punto.
El valor medio (1} sereduce s fi(r — Q) oa fl—n + 0), st fir — 0) =
= f(— = 4 0}, ¥y tnicamente en este casc.

Nétese que e] teorema presupone la existencia de las dos derivadas
unidireccionales de la funcién solamente en aquellos puntos donde
ess existencia asegure la convergencia de la serie al valor medio de
la funcién. La funcién g(x) = x%f,, por ejemplo, es continua en el
intervalo —n Sax < w y en él posee derivadas unidireccionales
excepto en el punto x = 0; ademés, g(— =) = g(=). Por consiguiente,
el Teorema 1 muestra que la serie de Fourier de g converge a g(z)
cuando — n = z < 0, ¥ cuando 0 < # £ =n; no asegura, en cambio,
la convergencia cuando z = 0.

En el caso de que {anto f como [ sean casi-confinuas en el intervalo
(— m,m), entonces las derivadas unidireccionales de la extensidn
peridica de f existen en cualquier punte, de modo que la serie con-
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verge en todos log puntos al valor medic de los limites desde la derecha
y desde la izquierda para la extension periddica.
En la Sec. 36 ezcribimos la serie de Fourier de la funcién

\ {0 cuando — w << £ 0,
2 fw) = Lo cuando 0 = x < .
Este funcién es continua (— n < # < =), Tanto f eomo f* son casi
continuas en el intervalo (-— =,x) de modo que las derivadas unidirec-
cionales de la extensién periddica de f, con perfodo 2x existen en
todos log puntos. Ademds, f— s+ 0 =0 y flr—0) == Kl
Teorema 1 muestra, por tanto, que la serie de Fourier hallada cn la
Sec. 36 converge & f(z) cuande —w <z < m ¥y 8 (0 4 =), 0 =/,
cuando x = 4 n. La grifica periddica de la Fig. 9, con la adicidn
de log puntos {4- =, n/2), (4 3 =, =/2), representa la suma de la serie
para todas las z.

Las representaciones de las funciones casi-continuas en el inter-
valo {0,m) por medio de sus series de Fourier de cosenos y sus series
de Fourier de senos son casos especiales del Teorema 1, porque el
teorema es aplicable a lag extensiones pares e impares de las funciones
al intervalo (— =,x). Las series para esas extensiones se reducen a la
gerie de cosenos y a la de senos, respectivamente (Sec. 37). Enuncia-
remos coma corolario los teoremas de Fourier especiales,

Corolario 1. Sea f una funcién casi-continua en el intervalo {0,x)
definido, por convenir ast, en cade punto inferior x,, donde f es discon-
tinue, como el valor medio Vo[ flz, + 0) + flzy — 0)]. Entonces, en cadn
punte z (0 < x < n), donde existan fplx) y filz), f estd representadn
por su serie de Fourier de cosenos.

R o
(3 flzy = éu(, t 2, m €08 nE (0 < 2 < %),
=1

donde l

(1) Uy = —j f(z) cos nx dx {r==0,1,2,...%
™ 1]

y, ademds, por su serie de Fourier de senos

(5) . i) = ¥ by sen nz (0 < % - ),

ezl

donde
=3 3.

(6) by == = f() sen nx da n=1,2 ...

= Ja
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Como la funcién periédica representada por la serie de cosenos (3)
o8 par, esta serie converge en el punto x = 0 a f(-+ 0) si existe f},(0);
en x = # converge a f(r — 0) si existe fi(x). La suma de la serie de
senos (5) es evidentemente, 0 cuando z = 0 y cuando # = .

En el capitulo 5 1 se indican condiciones mds amplias que las dadas
en ¢l Teorema 1 para la convergencia de una serie de Fourier a su
funeién,

PROBLEMAS

1. Utilizar el Teorema 1 y la serie {8}. Sec. 37, para indiecar por qué se veri-
fice, para todo valor de z,

[ -]
2 4 " cos 2
leen | = ~—— - (o ol el
e ™ n“=1 4nr2— 1

Obsérvess que poniendo & = 0 y » = r/2 resultan como congecuencia las dos
aumas infinitas

i 1 1 s"‘(mnr- 1 =
C o Eapr—1 2 Ay T2 4

2. Con ayuda del Teorema 1, explicar por ¢ué las series encontradas en
el Prob, 4, Sec. 358, para la funecidn flz) = 0 {~—=n = z = 0% fiz) = sen
{0 =< » = «) deben converger a fiz) en todos los puntus del intervalo

—7 £z 5.

8. Demoatrar :jue cada una de las funciones deseritas en los Yroba. 3 y 6,
SBeo, 38, satisfacen condiciones bajo las cnaies las serics alli encontradas deben
converger al valor de la funcién excepto em ciertes puntos del intervalo
—it %@ £ w, y dar la suma de la serie en eses puntos

Rolucidn  Prob. 81z = 0, + m, sutnn = 32, DProb. b= 4 =, suma = cosh r,

4, Indicar por qué la funeién || estd represcntada por su serio de Tourier
en todos log puntos del intervalo —ir = & 5 = Partiendo de esa scrie, hallada
en el Prob, 6, 8ec, 38, demostrar que

£ T

o
2
A= (2n—1¢ 8

5. Deseribir graficamente la funeion a la que deba converger I serie de senos
encontrada en el Prob. 10, 8ec. 3%, para todos los valorea de ¢ (—on < & < oo,
6. Demostrar que la funeion imper flz) = ¢ 1f; (—= < # < 1) carece de deri-
vadas unidireccionales en el punto & = 0. Bin hallar su serie de Fourler, indicar

* Para otras introducciones a la teoria de las serics de Fourier véanee las
referencias a Boicker y Jackson de la Bibliografia. Nuestra demostracion del
Teorems 1 ha seguide la orientacién de Bécher.
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por qué esa serie converge & f{z) en el intervalo —x% < z < m, incluyendo sl
puntg ® = 0, iluetrando aaf el hecha da gue la existencia de derivadas unidi-
reccionales po es condicidn necesaria pare la convergencie.

43. Otras formas de las series de Fourier. Sean ¢ un niimero posi-
tivo cualquiera y f una funcién periédica de perfodo 2¢ casi-continua
en ¢l intervalo (— ¢,¢). Definimos f(x) en todos los puntos de discon-
tinuidad como el valor medio de f(z + 0) v f{iz — 0). Del Teorema 1
ge deduce vn teorema de Fourier cambiando la unidad de longitud
en el eje de las 2.

Introduzeamos una nueva variable independiente ¢,

(1) t == ——x;
&

entonces — w < ¢ << & cuando — ¢ << x << ¢, ¥ f(z) = fletf=). Pon-
gamos F{f) = fict{x). La funcién F es periédica con perledo 2w, ¥
continua en un punto ¢ si f es continua en el punto correspondiente x.
De la casi-continuidad de f en el intervalo (-— ¢,c} podemos deducir
que F es casi continua en el (— x,n), y de la definicién de f(z) en
todos los puntos de discontinuidad encontramos que F(t} tiene la
media de los valores F(t 4 0) y F{f — 0) en asus puntos de disconti-
nuridad. Ademds, la existencia de las derivadas unidireccionales de f
en un punto x asegura la existencia de esas derivadas de ¥ en el
punto correspondiente ¢.

De acuerdo con el Teorema 1, en todo punto ¢ donde existen F,(t)
v Fi(t), F(t) ests representada por su serie de Fourier; esto es,

ety 1 il , "
f(r_r) = an —i—E (etn cos nt by sen i),

=1

donde

unu_ f( )co%ntdﬁ

ELITY g—

by - L/zf(%:)sm at di.

Con la sustitueion (1), la Be, (2} se convierse en

(3)

(4) e )—é o+ E (%003 s bnsen?‘i:f).

n=1
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Las férmulas (3} de los coeficientes pneden escribirse, efectuando la
suatitueién (1) en la variable de integracion,

=1_ f()os____d:c (n=10,1,2...),
(5)
by =" ff[x)sen—d:r =12 ...}

La serie de la Ee. (4) con los coeficientes (5) es ln serie de Fourier
de las funciones periddicas de perfode 2¢. Kl sistema de funciones

6y

1, cos -— , Ben

, M nm‘c( mon—1,2 ..
¢ e |

utilizado en el desarrollo (4) es el sistema ortogonal de autofunciones
del preblema de autovalores

(1) X" 43X =0 X(—o)=X(e), Xi{—e)=X'(c).

La representacién {4) se utiliza para funciones definidas solamente
en el intervalu (— c,¢), asf como para funciones periédicas, Pero como
en el caso especial ¢ — =, es més sencillo enunciar el teorema de
Fourier como sigue como expresién conteniendo extensiones perié-
dicas de las funciones.
= Corolario 2, 8% una funcidn f es pericdica con periodo 2¢, casi-con-
tinua en el intervalo {— c,c), y estd definida en sus punlos de disconts-
nuidad por su valor medio desde la derecha y desde ln izquierda, enfonces
en cada punto x donde existan f')(x) y F'{x), flx) tiene como represen-
tacidn en serie de Fourier lg serie (4) con los coeficientes (5).

En el caso de que f sea una funecidén par, el desarrollo anterior ge
reduce & la representacién por la serie de Fourier de cosenos,

1 > nxE
8 flx) = —a N g, cos — s
donde
2] rL -
(9 ty = :J Jizx) cos nre dx =012 ...}
C 0 c

Esta es la representacion de una funcién f en el intervalo (0,c)



sEo. 44] SERIES DE FOURIER 106

expresada por medio de las autofunciones del problema Sturm-
Liouville.

(10) X'y 42Xy = 0;  X'(0) =0, X'(c)=

Cuando f es impar, la serie de la representacién (4) se convierte
en la serie de Fourier de senos para el intervalo (0,c) introducido en
la See. 17.

Si expresamos cos (rrx/c) y gen {nxxfc) por medio de fineiones expo-
nenciales imaginariag y eseribimos

(1) yo = Yotte, Yn = Yalan — tbn), Y-n = lfa an -t 3'5?1)
n=12 ...,
{a vepresentacién (4) toma la forma

(12) flz) = ll_m Z Yn expin—r—x

fi=—f

Esta es la forma exponencial del desarrolle en seric de Fourier de una
funcién periddica de perfodo 2¢. La formula (11) puede eseribirse

(13) J f(&) exp ( *ﬁ.’_‘?”;”) da

n="0 41, +2 ...}

Natese que Ja suma de la Ec. (12) incluye el término vy, correspon-
diente a n = 0. Ahi, el limite es el valor principal de la suma

@ - @ : o
inny mnx %nrl::r
(14) 2 Ya €Xp ‘";“ =Yp + 2 ; Tn€XP L s > YnOXp ¢ o

fta= —m0 f=l |

obtenida agrupando v, con los primeros m términos de cada una de
lag dos serics filtimas, tomando entonces el limite, como m —» eo,
de la suma de los términos en ese grupo. EI valor prineipal de una
serie suinada desde » = — o0 a n =: o existe a veces cuando la
serie diverge; pero si la serie converge, su suma es la misma que ol
valor principal.

Los detalles de la obtencién de la expresién (12) quedan para los
problemas.

44. Las funciones trigonométricas ortonormales. Utilizaremos el
simbolo Cj{«,b) para designar la clase, o espacio funcional, de todas
las funciones f tales que tanto f como f’ sean casi-confinuas en el inler-
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valo (a,b). Las derivadas unidireccionales de tales funciones, deade el
interior del intervalo, existen, por consiguiente, en todos log puntos
tales que (@ = » = b); ademds, el nimero de discontinuidades en el
intervalo es finito.

Kl Corolario 2 se aplica a la extension peritdica, de periodo 2¢, de
cada una de las funciones del espacio ¢’y(— ¢,¢), para demostrar que f(x)
tiene ocomo representacion por serie de Fourier la serie (4), Sec. 43,
en todos los puntos 2(— ¢ << z < ¢), donde f es continua. KEsta serie
eg el caso eapecial de la serie de Fourier generalizada en el intervalo
{— ¢,¢) con reapecto al sistema ortonormal

1 1 cos mnz 1 cen nmE )
| v/2¢ 4/¢ ¢ Ve e |

en ese intervalo. Las funciones de este sistema pertenccen al espacio
("4(— c,c). Puesto que la representacidén estd asegurada, excepto, a
lo masg, en un ntmero de puntos finito en el intervalo, podemos enun-
ciar el siguiente resuitado, utilizando la terminologfa introducida en
el Cap. 3.

Corolario 8. En el espacio funcional C'y(— c,c} el sisiema orfogonal
de funciones (1) es cerrado en el sentido de la convergencia puniual. Es
tambisn completo.

Se indicd en la Sec. 29 que el sistema debe ser completo i es
.cerrado. Obsérvese que se enuncia el corolario para funciones cuyas
derivadas unidiceccionales existen pars todos los puntos del inter-
valo.

De la representacién de funciones ¢n el intervalo (0,c} por medio
de serie de Fourier de senos ¢ de cosenos se dedueen los enunctados
correspendientes para el siztema ortonormal.

~ b 14 /2 1 ..
(2) 'I‘\/E,\/ccoq ; ‘ (n 2,0

y para ol sistenia ortonormal

{3) : \/2 sen n:.ct ; =12 ...,
e d

ch el intervalo (O.c).

Corolario 4, En ¢l espucio funcional ((0,c) cade uno de los siste-
mas ortonormales (2) y {3) es cerrado en el sentido de ln convergencia
puntual, y cada uno de ellos es completo.

(h (m,n=1,2,..)



SEC. 44] SERIFES DE FOURIER 107

PROBLEMAS

* 1, Si fte + 2e) = f(x) para todas las ¢ y f(z) = ~—1 cuando — ¢ <z << 0,
fiz) = 1 cuando 0 < & < ¢, ¥ f{0) = f(c) = 0, demostrar que para todas las z
{== oo = < ac) Be verifica que

4 5o 1 {2n — L)
= - ¥ .
Jlx} - “1 P BEIL c
e

2. Sifie) = Oeunndo —2 <z < 1y fim) =1 cunndo I <<z <2, ¥ A1) =
= f(2} = f(— 2) = 1f,, demostrar gue, cuando —2 = » ¥ 2,

1 I w1 nm nre T AL
Jiw)y = ——— s — | sen —- cos -- [ coanm —cos —-}gen - - |.

4 T --;‘ ) 2 2 . 2 2 |
® =

3. Demostrar que, cuando 0 5 x = ¢,

02 det em {— D)7 mme
xa —_ = _{_ —_— L rre———— WO -

y partienda de ahi, que

4. Demostrar que, cuando — | < & << 1,

1 2 2 i
T4 at= 4 - Z {—1*| - -cospme— - soNANE [
. 3 T nn? #
#w=l

5. 8i f{x) = cosmz cusndo 0 « & < 1y flz) = Ocuando 1 < o < 2y (V) =
= Y, f{1} = = 1, ¥ f{x + 2} = f(z) para todas Iasz, escribir la serie de Fouricr
de f y explicar por qué la serie debe converger para cualguier valor de = a f{z}-

oo

4 7
Selucidn - cosme + - mm——den 2nTd .
2 T 4nt—1
n=1

6. Emplear la seric de Fourier de senos en ol intervalof 0,1) parvs demostrar gue

8 - "
COS Ml == — —————wen 2ume [CRES S I N
‘_:Z I — 1 oI 2 {0~ }
#exl
7. Bif{x) == Yye—=mcunndo 0 Lo = Yooy fla) = v — 3, cemnde Y ¢ =

3= & % o, ntilizar Ja serie de cosenoa en el intervalo () pura establecer 1a
representacion
A )- 2 - 1 {40 — 2}ra 0o
z) = - e — (0§ = - - = e
1'1:“%_1 {2n— 1} o -
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8. Kn ia See. 43, escribir la representacion de Fourier (4) en la forma

I i nE HTTE
flx) = — a; + lim b (a,. ang —— - by sen—);
2 - 50 ;IH‘I. 4 [

¥ nhtener luege 1a forma exponencial {12) de esa representacién y la formula {13}
de los coeficientes «,. Obsérvese ademds como aquellos mismos valores de v,
punden obtenerse formalmente de la ecuacién {12) apr.vechando la ortogono-
lidad hermitiana {Sec. 31} de las funcioneg exp. (innx/c) en el intervalo {—z,c).

9. Emplear la forme exponencial {12, See, 43, de la representacidn de Fou-
riar, cuando ¢ = m parn demostrar que, 8i — 1 < ¥ < .

.

sen T R (—vl)"
€% 2= -—— - lim : -en e o—— @X]r {EH).
™ Hi=3 T 1 —_ i
= -=1n
(Cowipdrese con el Prob. 5, Boe. 38}

10. Indicar por qué el sigtema de flunciones coseno {cos (nmafe)} donds
n == 1,2, ..., excluyendo una funcién constante, es cerrado en €] sentido de
convergencia pnntual, en el subespacio del espacio funeionai & (0,c} consis.
tente en todns laa funciones f de ese espocio para las cuales

fof{w} die —= 0,
0

11. Ri f es easi continua en un intervale {0,8) ¥ by designan los cocficientes
ilo ln serie de Fourier de senos de f en ese intervele (See. 17), utilizar la des-
igualdad de Bessel (S8ec. 28) para probar que e serie de términos b, converge
¥ ooun

=

2 pe
>ohes- f Lt d.

n==]

Do aqui, dedueir que by > 0 3 » = oo, ¥ obsorvar que esta conclusion se de-
duce también dol Lema 1.

12. 8i f ea casi-continua en el intervalio {0,¢) demestrar que loa coeficientes (9),
Sec, 43, satisfacen ia condicion

1 {ﬂ g
ot et Ea ESNENE-
e SRS N

el

{ecomparar con el Prob. 11} ¥ deducir gue @y =0 cuando 11 - oc.
13. 8i f es casi continun en el intervalo {(—.e), demostrar que los coeficion-
Lex (), Sec, 43, satisfacen la condicién

Lagt Vot S S
— b * gt tp® o 3 i
g P - ¢ -
nel fel
{Compnrar con el Prob, 11},

14. (2}, Los eocficientes b, ce la serie de Fourier de senos de una funcidn
casi-pontinna f en un intervalo {0,¢), son aquellos para los que upa combins-
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cién lineal finite de las funciones seno se convierte en la mejor aproximacién
en la media & f{z) & lo largo del intervalo (0,¢), Demostrar que lo dicho se de-
duce del Teoremsa 1, Sec. 28.

{b) Buscar los valores de 4,, 4,, ¥ .4, tales que la funecién

"X 2nx 3z
y:Alsen?-l- A,sen--—;-{- A,sen—g—-

soa la mejor aproximacién en Il media & la funcién f(z) = 1 sobre el intervalo
{0,2). Ademés dibujar la grifica de y utilizando los coeficientes hallados, y
compararla con la grafica de f(x).

Solucién A, = &jm, A, = 0, A, = 4{(3r).

18. El Tecrema 1 assgura la convergencia de la serie de Fourier con los tér.
minog seno y cosenc correspondientes agrupados en un solo término (@q cos
ne + by sen nx). Cuando f satisface las condiciones enumeradas en el tecrema
¥ cuando x es un punto tal que f'(2) y f'( — ) existen, demostrar que

Halfl®) + f~—a)] = Ya, + Z tp COB N,

Hom]

Por tanto los términos goseno forman une serie convergente en el punto (Por
¢ué debs converger también la serie formada por los términos senot



OAPTTIULD b

OTRAS PROPIEDADES DE LAS SERIES DE FOURIER

Al establecer la unicidad de las soluciones de los problemas de
contorno en ecuaciones entre derivadas parciales {Cap. 10), es a veces
conveniente conocer las condiciones que debe cumplir una funcién
para que su serie de Fourier converja uniformemente a lo large del
intervalo fundamental. En la siguiente seccién trataremos de tales
condiciones, Nuestras aplicaciones posteriores no contienen opera-
ciones de derivacién e integracién de series de Fourier; sin embargo,
ampliaremos aqgui nuestra teoris para tratar de estas operaciones bési-
cas con las series. Las Secs. 46 a 49 pueden dejar de leerse sin inte-
rrumpir la continuidad del texto.

45. Convergencia uniforme. Si A,y By (n=1, 2, ..., m) repre-
sentan numeros reales, la ecuacidn cuadrétioa en 2,

"m m m T
Z (Aﬂx ~+ Bn}s = x? Z Anz + 2z E Aan -+ Z Bng =0,
n=1 n=1 LTS nm)

no puede tener rafces reales distintas, Porque si tiene una rafz real
* = my, entonces Apzy -+ B, = 0 para cualguier n, y, por consi-
guiente, la relacién — Byfd, debe ser independiente de n e igual
a aquel nimero x, para todos los 4, diferentes de cero. En el caso
de que 4, = 0 para algin n, entonces By = 0. El diseriminante de
la ecuacién cuadratica es, por tanto, negativo o nulo, esto es,

kil o L LI
mo (B = (D) (2 )
fie=] me=] r=1
La condicién (1) se conoce con el nombre de desigualdad de Cauchy.
Cuando m = 3, quiere decir sencillamente que el cuadrado del pro-
ducto interior de dos vectores no supera al producto de los cuadrados
de sus longitudes. La propiedad correspondiente de los productos inte-

110
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riores de funciones es la desigualdad de Schwarz (Prob. 4, Sec, 29).
Utilizaremos la desigualdad de Cauchy para demostrac el teorema
signienute:

Teorema 1. Sea f una funcidn condinuz en el intervalo — n S o <
< m, tal que f(— =) = f(x) y cuya derivada [ 'sea casi-continug en
ese tntervalo, Entonces la serie

@™

a=1
converge, siendo ay y by, los coeficientes de Fourier

@y = 1 :f(x) cos ux dx, by = 1 '-f(x) sen nx d,
LI ]

—_x

Aplicando el criterio de comparacién puede verse gque las dos series

(3) Dlad, D b

nm=] a=1

convergen come consecuencia de la convergencia de la serie (2),
Los coeficientes de Fourier de f’

®p == 1 f :f'(:.c) cosnzdz, - Pn= ! :f’(“’) sen %z dz,

existen a ecausa de la casi-continuidad de f. Como f es continua y

f(—'_ “) ::f{ﬂL

1 1
(5) a== [ fla)de= -|fix)—f(—m)] = 0.

Tl —- T
Ademés, cnando n =1, 2, ..., puede verse por integracién por par-
tea que

6 oy = ® f(a:) sen nx dz -4 - [f z) cos nx|”

COR T

= nby + - [f(7) —f(— )] = nby,

{7} PBpg=— ??f:f(x) cos nx dr + —1 [flz) sen nx]™ | == — gty
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Obsérvese que la condicién f{— =) = f{x), bajo la cual la extensién
periddica de f es también continua, es necesarin si la Ee. (8) ha de
reducirse a la forma oy = nby,.

Designemos ahora por Sy la suma parcial de la serie infinita (2).
Segiin las relaciones (6) y (7).

- L m 1 .
m = Z '\r/ﬂn2 + byt = Z - ‘\/%2 + Ba.

n=1 n=l

Como 8y, = 0, se deduce de la designaldad de Cauchy (1} que

. om 'rfi:_‘ ‘.lr,
(8) Sn = [Z :;2 D (ot + ;3»*)]

n=1 wewl

La primera suma de la derecha estd acotada para todos los va-
lores de m porque la serie infinita de términos positivos 1/»? con-
verge.

De la desigraldad de Bessel (Sec. 28 o Prob. 13, Seo. 44) para la
funcién casi-continua f con respecto al sistema ortonormal

! 1 cas kx, _senm’
i \/21': \/n !

V=

en el intervalo (— =,x), encontramos que para cada m,

m1 1 ®
> (ot - Bt < - f (@ ds,

puesto que &, = 0. Por consiguiente, el segundo miembro de la con-
dicién (8) estd acotado para todos los valores de m, y también lo
ostd Sp.

Como Sy es una sucesién acotada no-decreciente, su limite, ouando
m tiende a infinito, existe; esto es, la serie (2) converge, como se dice
¢n el teorema.

Teorema 2. FEn las condiciones enunciadas en el Teoremu 1, la
convergencie de lo serie de Fourier

{(k,n=12 ...}

)] Yattg - Z (ag coe nx 4 by sen nx)

n=1
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@ flz) en el inlervalo — = < x < n eg absoluta y uniforme con respecto
a z en este inlervalo.

Laa condiciones que han de cumplir f y f* aseguran la continuidad
y la existencia de derivadas unidireccionales, de la extensién peri6-
dica de f para todas las z. De nuestro teorema de Fourier (Sec. 41) se
deduce que la serie (9) converge a f(z) en todo el intervalo — » < 2 <
= . Ahora bien,

lan cos ne + by sen nx| < [aa| + (0|

¥ la serie de las constantes |a,} + |by| converge porque cads una de
lan series (3) converge. El criterio de comparacién y el criterio M de
Weierstrass {Sec. 14) demuestran que la convergencia de la serie (9)
ez absoluta ¥ uniforme como se dice en el Teorema 2.

También se pueden aplicar los criterios para demostrar la conver-
gencia de las dos series separadas formadas solamente por términos
coseno o por términos seno; tambidn la convergencia es absoluta y
uniforme, Por tanto, la serie (D} ea la suma de esas series; es desir,

(10)  f(@) =Yg+ 3, an cos nz + X hy sen nz

1 n=l1 (—rx <z <),

¥ ambas series convergen aqui absoluts y uniformemente.

46. Observaciones. Una serie de Fourier no puede oonverger uni-
formemente a lo largo de un intervalo que contenga alguna disconti-
nuidad de su suma, porque una serie de funciones continuas unifor-
memente convergente siempre converge hacia una funecién continua,
Por ello resulta necesario imponer a f alguna condicién de eontinui-
dad tal como la continuidad supuesta en el Teorema 2, con objeto de
asegurar la convergencia uniforme de la serie de Fourier hacia f(i).

Las modificaciones de los Teoremas 1 y 2 para serieg de cosenos o
de senos, o para las series de Fourier en un intervalo {(— ¢,¢) son fieiles
de ver. Por ejemplo, se deduce del Teorema 2 que la serie de Fourier
de cosenos de una funcién continua f, en el intervale 0 < = = =, con-
verge uniformemente & f(z) en ese intervalo si f’ es casi-continua en
el intervalo. Sin embargo, para la serie de senos son necesarias lag
condiciones adicionales f(0) = f(x) = 0.

Consideremos el espacio de funciones gue satisface las condiciones
enunciadas en el Teorema 1. La ecuacién de Parseval (Sec. 9) con
respecto & las funeiones trigonométricas ortonormales en ¢l inter-
valo (— =,x) es satisfecha por cnalquier funcién f de aquel espacio.
Pnede verse esto multiplicando el desarrollo en serie de Fourler de

8
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J por f(z), lo que deja todavia a la serie uniformemente convergente,
e integrando, lo que da

"R dz = Ysa "f(z) do

—

+ 2 [a,. f{z) cos nz dx 4 by =f{:.l:) sen m:da:J
] E -
Eeta ea la ecuacién de Parseval
) U@ de = x| tad + 3 o+ 00|

=1

Segiin ella, se puede decir (Sec. 29) gue el sistema ortonormal de
funciones trigonomsétricas es cerrado en el sentido de la convergen-
cia en media en el espacio funcional.

47. Derivacién de las series de Fourier. Hemos visto que lg serie
de Fourier de la funcidn f(x) = = en el intervalo (— m,n) converge
& f(z) en todos los puntos interiocres de ese intervalo; es decir

sen nx

z=22(—1)"‘“ (—r<z<mn).

L

Pero esa serie no es derivable, La serie derivada

-]
2 Z (— 1)"* cog nx
B=]

no converge, ya que su términc n-ésimo no se aproxima a cero cuando
r tiende & infinito, La extensién peribdica de f de perfodo 2r, repre-
sentada por la primers serie pars todas las x, tiene discontinuidades
en los puntos z = 4 .

La continuidad de lzs funciones periédicas es una condicién impor-
tante para la derivabilidad de las series de Fourier. Las condiciones
suficientes pueden enunciarse como sigue.

Teorema 8. 8t f es una funcién continua en el intervalo —n <z <
Sn, kdquef(—uﬂ)"f(r:), y [’ es casi-continua en ese infervalo, la
serie de Fourier es la representacion

1 ()f = Ysog + D (@n 008 nz + bysennz) (—n=z S,

fhmm]
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donde

n 1 "
=2 [ cosnads bu=— [ flz)sennds,
k17 L

on derivable en todo punto donde exista =)

@  f@) = S asnngtbicosne)  (—w<z <),

nw=l

Como la funcién f* satisface lag condieiones de nuestro teorema de
Fourier, estd representada por su serie de Fourier en todo punto
donde exista su derivada f”(z). En esos puntos f' es continna, de_
modo que

(3 f'(x)=1fz¢u+2(mncoam+ﬁ,‘senm:) (—n <z<x),

f=1

donde wn ¥ By son los coeficientes (4), Sec. 45. Pero cuando f satisface
las condiciones enunciadas en la primera fase del Teorema 3, ae
encuentra en la Sec. 45 que

(4) oy = 0, oy == nby, g =—mnay (R=12...)

Una vez efectuadas estas sustituciones, la Ko. (3) toma la forma (2).
Esto completa la demostracidén del teorema.

Bn un punto x donde no existe f'(z), pero donde §’ tenga derivadas
a la derecha y a la izquierda, la derivacién es todavia vélida en el
gentido de que la serie de la Eo. (2) converge hacia la media de los
valores f'{x + 01 ¥ f'(x —0). Esto es cierto también para la exten.
sidn periddica de f.

Con los naturales cambios, el Teorema 3 es aplicable también a
otras formas de la serie de Fourier. Por ejemplo, &i f es continua y
f' es casi-continua en un intervalo 0 =z £ ¢, la serie de Fourier
de cosenoa de f en ese intervalo es derivable en todos los puntos
donde existe f’(z).

48. Integracién de las series de Fourier. La integracién de una
serie de Fourier es posible en condiciones mucho més generales que
las necesarias para la derivacién. Esto era de esperar porque una inte-
gracién introduoce un factor % en el denominador del término general.
En el siguiente teorema se demostrard gue ni siquiera es esencial
que la serie original converja a su funcién para que la serie integrada
converja a la integral de la funcién. Desde luego, la serie integrada

no es uns serie de Fourier si ¢, == 0 porque entonces contiene un tér-
mino agrf2.
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Teorema 4. S5 f es una funcion cass continua en el intervalo (— =,7),
enlonces, converja o no la serie de Fourier de §,

(1) flz) ~ Yemy + 2‘ {ay cos nx + by Ren nx},
A=l
siempre se verifica la igualdad
@) f 18 85 = - e+ 7)
1

+ E_?;[%mm__bn(cosm—cosnn)“], i

fom]

cugndo — n S x < n, La idliima serie se obiiene por integracidn tér-
mine a término de la primera.
Como f ea casi-continua, la funcién F, donde

(@) Fla) = f 18 35 — Y,

es continua, ademés
F'(x) = flz) — Yo,

excepto en los puntos donde f es discontinua, Por tanto, F* es caai-
continua en el intervalo (— =,x). También

Fw)= [ ) dE — Yysym = agn — Yytom = Hgagm,

—_—

¥ F(-— =) = Yy ayw; por consiguients, F(r) = F(— =x). De acuerdo
entonces con nuestro teorema de Fourier, para todas lag z en el
intervalo — r = z £, se verifica que

P(z) = Yydo + D, (dn 008 nz + By sen n2),
Am]

donde
A= [ Fiz) oos nz dz, B,mlf"p(z)senmdx.

T —_ n

Cuando n # 0, integrando por partes las dos ltimas integrales
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aprovechando que F es continua y F' oasi-continua, se tiene

An = -1 [Py son ng], — f " F'(a) sen nw da

7T nr S .

=-—£fﬂ[f($)-—-1—¢o:|sennxdx=—lbw-
TS — o 2 13

Andlogamente, B, = an/n; en consecuencia

1 - 1
(4) Ple) = — A+ 2‘ - {@q 9en nx — by cOR nx)
2 n
n=]
cuando — n £ 2 £ n. Pero como Fir) = 1f, @y,

1 1

1
—2—%1~:=§A0——Z;bﬁcosnn.

n=]

Con el valor de 4, &qili dado, Ia Ec. (4) se convierte en

. il |
HBlz) = a;? + Z " [t sen 0t — by({cos nx — cos nx)].

n=1

Teniendo presente la e, (3), resulta en seguida la Ee. (2).
El teorema puede escribirse para la integral desde z, a v, cuando

X,

j o= [ rma— i@ 6

" —_——

PROBLEMAS

I. Nétese que la funcidn f, donde f{x}) = 0 ouando —n Sz = 0 ¥y flzl =
= sen ¥ cuande U X » 5 7, satisfacen todas las condiciones de los Teoremas
1 y 2. Comprobar directamente de la serie de Fourier de f, encontrada en el
Prob. 4, 8Sec. 38, que Ia serie converge uniformemente para todos los valores
de ». Indicar ademds por qué esta aerie es derivable en el intervalo {—n,n) ex-
cepto en Jos puntos x = 0, £ it y describir la funeién representada por la serie
derivada para todos los valores de x.

2. Derivar la perie de Fourier de cosenos de la funcién f(x) = z en el intervalo
0 < x < n (Prob. 6, Bec. 38), para obtener el desarrollo en serie de Fourier
de senocs de Ia funciém f'(z) — 1 en ese intervalo. Indicar por gué se puede en
eate oaso eplicar el procedimiento.

3. Enunciar ¢] Teorema 8 en la formas en que debe aplicsras a la serie de
Fourier de senos en el intervalo (0,7). En particular, indicar por qué las condi-
ciones f(0} = f{n} = 0 estdn presentes en este caso.
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4. Demostrar que los ooeficientes de Fourier a, ¥ b. de la funcién f del
Tecrema 1 satisfacen las condicionea

lin na, = 0, lim nb, ==
L] L

5. Integrar de 0 a z {—=n = & = m) Ia serio de Fourier obtenidn {g) en el
Prob. 2, Sec. 38; {b) en el Prob. 3, S8ec. 38. Describir lns funciones representadas
por las nuevas series,

49, Condiciones mis generales. [ndicaremos aqui algunos de los
muchos resultados mds generales de la teorfa de las series de Fou-
rier. Serén solo enunciados sin dernostracidn; nuestro objeto es sim-
plemente informar al lector de la existencia de tales teoremas. Intro-
duciremos primero algunos conceptos contenidos en los teoremas.

Una funcién g definida en todos log puntos de un intervalo cerrado
se denomina mondtona no.decrecients en ese intervalo si su valor g(r)
nunca disminuye cuando z aumenta. Un ejemplo, en el intervalo
— T =2 = w es la funcidn escalén @, donde

' 0 cuando — n S & < Ypn y G(x) = =,
(1) G)={—-—-. n cuando- e +1
7 %+ 1 n+ 2
' =12 ...

Hsta funecidén no es casi-continua en el intervalo; grdficamente, tiene
saltos hasta la recta ¥ = x en el conjunto infinito de puntos & = an/
(n + 1). La funcién — & es monédtona no-creciente.

Una funcién f de varigcidn acotede en un intervalo ¢ Sz £ b
puede definirse como aquello que es la suma de dos funciones mons-
tonas gy A,

f&) = glx) + M) {a=z=b)

donde ¢ es no-decreciente y £ es no-creciente. Cada una de las dos
funciones tiene las siguientes propiedades 1. Los limites unidireccio-
nales f(x 4 0) ¥ flz — 0) desde el interior del intervalo existen en
“fodos los puntos; f tiene a lo més una infinidad numerable de discon-
tinuidades en el intervalo, y f estd acotada y ea integrable a lo largo
del intervalo.

a. Diro teorema de Fourier. Sea f una funcién periddica de periodo

2+ tal que fix) de existe, ¥ tal que si la integral es impropia, sea
absoluta.mange.convergente. Entonces, en tedo punto x que sea inte-

1 Ver, por sjemplo, P. Fraxklin, «Treatise on Advanced Calculusy piginas
266 y siguientes, 1940,
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rior & un intervalo en el cual f sea de variacidn acotada, la serie de
Fourier de la funcién converge hacia el valor

Yol fle + 0) + flx — 0)].

La extensién periédica de la funcidn 7, definida en el intervalo
(— m,%) por las condiciones (1), por ejemplo, satisface las condiciones
de este teorema, pero no las de nuestro Teorema 1 de Fourier del
Cap. 4. Para esta funcidn periddica la serie converge en eualquier punto
hacia el valor medio de los limites a la derecha y & la izquierda.

La serie de cosenos de la funcién 1/5 en el infervalo 0 < x < = con-

verge a4/z a lo largo de ese intervalo, inchuyendo el punto z = 0
donde no existe derivada a la derecha. Ademds, 1a serie de la funcién
no acotada x4 en el intervalo {-— m,n) representa & la funcién en
el intervalo excepto en el punto # = 0.

b, Convergencia uniforme. Supongamos que la funcién periddica
integrable f descrita anteriormente en (@) satisface esta condicién
adicional: en algfin intervalo ¢ < z < b la funcién es continua y de
variaeién acotada. Entonces su serie de Fourier converge uniforme-
mente a f(z) en todo intervalo cerrade interior al intervalo (a,b).

La serie de la funcibn f{z) = « en el intervalo (— =,x), por ejem-
plo, converge uniformemente & z en el intervalo —3 <2 < 3.

Hemos observado anteriormente que las sumas parciales Spiz) de
la serie de Fourier de una funcién periédica f no pueden aproximarse
uniformemente a f(x) en un intervalo que contenge un punto donde f
sea discontinua. La naturaleza de la desviacién de Spu(z) con respecto
a f(z) en tales intervalos se ‘conoce con el nombre de fenémeno de
Gibbs 3.

¢. Integracidr. La relacién de Parseval

1 o, 4 1 =
2) §%2+,§1{a“ + b)) = - _.:[f(w)]'dm

queds satisfeoha siempre que f esté acotada y sea integrable en el
intervalo {— =,=). Es decir, esta serie de cuadrados de los coeficientes
de Fourier de f converge a =—1|f|j%,
Las demostraciones de los teoremas enunciados anteriormente en
éa:,), gb} y (c) se dan en algunos de los textos citados en el Apén.
ice %,
Bea F una funcién que satisface también las condiciones enumera.
das en (¢), y An y By sus cosficientes de Fourier. Entonoces, ag + Ap

! Ver H. 8. Caralaw, +Theory of Fourier's Series and Integrals.
* Ver, en particular, Wittaker y Wateon, sModern Analysiss, Cap. 8.
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v by + By son log coeficientes de f + F, y, de acuerdo con la ecuacidn
de Parseval:

1 o 1
z [ R

+ X [ + A} + (b + Ba)?].

n=1

8i restamos la ecuacién correspondiente & [ — F, se obtiene la ecua-
cién de Parseval para el producto inierior.

1
(3) f(m)F(x) dz = -—aoA + Z (andn + bnBy).
™

el — =

f=)

Pongamos en la Ec. (3)
Fz) = 5 cuando — r < x < b )
{0 cuando < x << = (—n =t w),

donde ¢ estd acotado v es integrable en el intervalo (— =,n). Enton-
ces la Ee. {8) toma la forma

@ f@)gt@) de = yao j " () dz

u— —

+ 2‘ [a,,f glx) cos nx dx - b,,f‘ glz) sen nx dx].

ne]

Por consiguiente, del enunciado (c) se siguc que si la serie de Fou-
rier correspondiente a una funcidn integrable f se multiplica por
cualquier otra funcién g de la misma clase y se integra después tér-
mino a término, la serie resultante converge a la integral del producto
f@)p(x}. Cuando g{x} = 1, tenemos un teorema general para la inte-
gracion de una serie de Fourier.

Como ya se ha indicado {Sec. 28}, el enunciado (¢) implica que en el
espacio de las funciones integrables acotadas en el intervalo (— =,x)
el sistema ortonormal de funciones trigonométricas (4), Sce. 35, es
cerrado en el sentido de la convergencia en media,



CAPITULO §

INTEGRALES DE FOURIER

50. La formula integral de Fourier. Ya hemos demostraclo que
la serie de Fourier

-3

1 30 1 .y
I A L AT R I
=1

converge a f(@) cuando — ¢ <2 & -7 ¢, suptesto que la funeion f satis-
faga ciertas condiciones en el intervalo {---e¢,c). Es suficiente que f
sea casi-continua en ol ihtervalo y, que en cada puntoe interior z tonga,
derivadas unidircccionales y esté definida como la media de sus Jimi-
tes flz |- 0) ¥ flz —0).

Supongamos que f satisface esas condiciones en cnalguier intervalo
finito. Entonces, puede darse a ¢ cualquier valor fijo, arbitraris.
mente grande, pero finito y la serie (1) representard a f(z) a lo largo
del gran intervalo -— ¢ < & << ¢. Pero esta representacién de la
gerie no puede aplicarse para el resto del eje de las « a menos que f
gea periddiea de perfodo 2¢ debido a que la suma de la serie tlenf,_
esta periodicidad.

Para indicar una representacion que pueda ser vilida para todos
los valores de z cuando f no sea periddica, es natural intentar exten.
der la representacién anterior dejando que ¢ tienda a iafinito, ¥l
primer término de la serie (1) se harfs entonees cero, supuesto gue f

. @«
sea tal que la integral FE) dE exista, Escribitemos Aa =: nfc; en-
S
tonces, lox términos restantes toman la forma

1 ?f‘ i ) *
g Aa(f — )] dE = .
{2) - n%l Ag _‘f (£) cos [raa( t}] (c Am)

121
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Expreaados en funcién de g, donde

3) g2 = [ 1) cos (a (s — )] d (c—”)

e —r A

la serie de la expresion (2) se convierte en

-]

4) > gelnda,z) Ac.

Aa]

Dejemos fijo el valor de x. Cuando Ax es un nlimero positive peque-
fio, log puntos nAgx estén ignalmente expresados a lo largo de todo el
gemieje positivo de las 2 de modo que la serie (4) puede oconsiderarse
como una aproximacién de la integral.

(5) f gela) da,
el 0

donde ¢ es grande, o de la integral f T (o,%) da. Nétese, sin embar-
/0

go, que el limite de la serie (4), cuando Ag —» 0, no es la definicién de
la integral impropia (5), ni aun.en el caso de que pudiera conservarse
fijo el valor de ¢; ademas, la foncién g, cambia con Ax porque ¢ ==
= wf Ao

Lo dicho hasta ahora sugiere meramente que, bajo condiciones
apropiadas, 1a funcidn f podria tener la representacién

(6) ) == f " f ” 1(8) cos [a€ — 2] dE da
Telo —m

{— co < ® < o)

Esta es la férmula integral de Fourier de la funcién f, que se estable-
cerd en la secci6n siguiente.

La férmula expresa f(z) por inedio de funciones seno y coseno
de x, es la forma

(7) fiz) = cm[A{m) cos ax + Blo) sen wx] da
0 (— oo << << oo,
donde
Aot} = 1 flE) cos oF dE,
(8) T

B(a) = ! wf(i) sen af dE

™ —_
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Las férmulas (7) y (8) son de aspecto parecido a las representacio-
nea por series de Fourier y a las férmulas de los coeficientes a, y by.

51. Un teorema sobre Ia integral de Fourier. El teorema que sigue
da las condiciones gue debe cumplir f para gue la férmula integral
de Fourier sea vélida.
«Teorema 1. Sea funa funcién casi-conéinua en todo intervalo finito
aobre el eje de las x y definido por el valor Y[(f(zg + 0) + flzy — 0)] en
todos los puntos de discontinuidad vy, y tal que cxiste ln integral.

| f(@)] de.

Entonces en eade punto x donde existan las derivadas wnidireccionales
o) v filx} la funcidn estd represenmda por la formula integral de
Fourier

1 o o
M fa) =~ f f $(8) cos [o(& — 2)] dE da
Tl o — {__ oo < ¥ < oo)
Demostraremos en primer lugar que con las condiciones indicadas

(2) litn j{g} ven (% — )

e F _,-—:c

donde x es un punto en el que existen las derivadas unidiveccionales
de f. De esta forma se generaliza el resultado del Lema 3, Sec. 40,
de modo que pueda aplicarse & las integrales impropias.

La funcién S{t) =£¢-1 sen ¢ (¢ = 0), 8{0) ==1 es continua y
{8(f)| = 1, para todos los valores reales de t (Sec. 39). Se deduce fécil-
mente que el integrando de la Ee. (2)

sen [B(E — .r}j

3 f(E,B,x) = &
3) o) =y

es una funcidn casi-continua de % en cualquier intervale parcial y
que |q{E B,x)| = |Bf(E)]. Por ser f absolutamente integrable a lo largo
del cje de las 2, la integral impropia de o Be, (2) existe. Pongamos

/ g(£.B,2) dE — nf(z) = A{R,7)

— @

y establezcamos el limite (2) demostrando que, para el valor fijo
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de z, a cada nimero positivo ¢ corresponde un nimero B, tal que

(4) 2B, << e slemipre que 3 = ..

Bia v b designan nimeros tales que ¢l intervalo g << & << & con-
tenga al punto § = x, entonces

] a b ®
fh(B,x)l=|f gdz+f gdz~==f(x)+f gda)
. | "
:sf 1g|da+\J g4z — nf(@) |—1—f gl %
LT f tUEOL g 1 j f®)] k.
—w of e [ — E| r—a

El titimo miembro es independiente de § y tiende a cero enando .
@ —> — oo, Por tanto, para el ntimero dado ¢, existe un valor &,
de g, independiente de 8 tal que

lf_m1g{EuBJI)] dE < _:i'

Andlogamente existe un nimero b, independiente de §, tal que

[Tlozpanae <
b, 3

b, H
f g d§ — =f(z) i .

Segun el Lema 3, Sec. 40, existe un nimero §, tal que el valor abso-
luto final de la condicion (5) es menor que e/ cuando 8 > E.. Esto
establece la condicién (4) y el limite (2).

- Podemos eseribir la fraceién en el integrando de la férmula (2)
como una integral y presontar agunella formala en la forma

¥, ¢l consecuencia,

{8) (B2} << ¥ae +-

. . 3
(6) f(x) = lim J FiE) f eos [e(f — x)] doe dE.
Para todos los valores de o la integral

® (%) cos (e — =) de

-
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es uniformemente convergente con respecto a « segiin el criterio de
Woeierstrass. Por consiguiente

r,s qu F(E) cos [x(E — z)] dE du
/0 o/ — e 2
_ j 1) f cos [of — )] dax dE
[ L]

de modo que la formula {6) pueda escribirse en la forina

=flx) = lim fgfﬁ SE) cos [a(f —- x)) dE da,
i o - :

que es la formula integral de Fourier (1).

8e conocen otras condiciones de validez de la férmula . Las con-
diciones que debe cumplir f pueden hacerse menos severas cuando
se emplean las integrales de Lebesgue en Iugar de lag de Riemann.

Cuando se cumplen las condiciones indicadas en el Teoremsa 1,
las integrales de lag Formulas (£), Sec. 50, para los coeficientes A{x)
¥ B(a) existen, y, por consiguiente, puede escribirse la férmula inte-
gral en la forma (7) de la Sec. 50.

PROBLEMAS

1, Comprobar que todas lag gondiciones del Teorema 1 son satisfechas por
Ia funeidén f: ;
Ary =1 cuande 2| < 1,
Hzy =0 cuando |z} > 1,
S F(Q)y = A1) = MYy '

4

¥ efectuada la comprobaesitn demostrar que para cualguier valor de & {— co <
< & < oo} se verifica yue

dee,

1 w gen [#{l — 2)] + sen [x{l + =z}] 2 o gen o CoB o
-1 ot [y

0 o T 0 o

2. Utilizar la férmule de integracién deducida en la Sec. 3% pars demoatrar
o
que la integral f i~1 sen k¢ df tiene el valor 'f/;m cuande %k > 0, — Y, ;
0 .

cusndo &k < 0 ¥ cerc enando & = 0. Valiéndose de estoa resultados, ealeular
la primera integral escrite en el Prob, 1 ¢uando |¢| < 1, cuando ja|> 1, ¥
cuando |zl = 1 para efectusr la comprobacién directa de la representacién
por integral de Fourier alli encontrada para la funcién escalon f:

! Ver, por ejemplo, Caralaw, s+Theory of Fourier’s Series and Integrales,
pégines 315 y siguientes, ¥ Tichmarsh, «Theory of Fourier Integralss.
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8. Bi f(z) cuando 2 < 0 ¥ fiz) = e = cuando x > 0 y f{0) = Y, demostrar
que f satisface todas las condiciones de nuestro teorema eobre la integral de
TFourier y per tanto para cada valor de z, que

1 @ OB oX -+ & 8en nx
f[x) — - f e i (_ oo < 3 o DO}.
i1 1 -+ ot

Verificar directamente esta representacién en el punto x = 0.
4. Demostrar que

2 @ QOB &Y .
exp{—[xl)=;—f01+a=da: {— oo < & <X oo).

5. Sifiz) = Ocuandox < O0ycuandox = n y f{x) = sen zcuando 0 S x < m,
demostrar que

1 fﬂﬂ cod ax + ¢os [afr — x)] do {— o0 << & < vo).

Sflx)= -
w

o 1— gt

en particular, eseribir * — */,x para demostrar que

e eon 1, mx
[ et g
0 1 —ut

€. Indicar por qué la férmula integral de Fourier no puede representar la
funeidén f si fliz) = 1 (— oo < @ < o). Notar ademds, que la condicién del
Teorema 1 no gueds satisfeche por esa funeién.

7. En la formula integral de Fourier, Bec. 51, demostrar por qué no resulta
posible cambiar el orden de integracidn con regpecto & £ y & % a no ser gue 8o
egeribe 1o formula en la forma {6).

8. 8i mna funcién no-mula f es periddica para todos los valores de , indicar
por gué flz) ¥ | fiz)] ne won integrables degde £ = — co & & = oo,

w]n

52, Formas seno o coseno. Sea f una funcién émpar que satisface
las condicicnes del Teorema 1. Entonces, f{£) cos o y f(8) sen af son
funeiones impar y par de £, respectivamente, cuyas integrales impro-
piag & lo largo de todo el eje de las £ existen. Por consigniente,

Alet) = -1- B f(E) cos ok d§ = 0,

o) —m
Blw) = = f " #(&) son af dE ~ 2 f " f(¢) sen az de,
T ) _w LA

y la féormula integral de Fourier

(1) flz} = —1- fw[A{oc) cod gx + Blo) sen o] de
®. )

{(— co << < <o)
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se reduce a la férmula integral de Fourier de senos

(2) fl@) = Ej.wsen ocxfuf{i} sen of dE da.
Te/n [

8i en eambio, f es una funcidn par, entonces
2 (=
Afle) = — [ J(E) cos af dE, Bla)=0
Tl o

y la férmula (1) se convierte en la formula integral de Fourier de co-
senos

(3) f(x):gfmeosocx mj'(E) cos oF d§.
Relo ]

En el caso de que f(z) esté definida sclamente en el intervalo semi.
infinito & >> 0, las formulas {2} v (3) se apliean respectivamente a lag
extensiones de f impares y pares, para representar & f(x) cuando
z > 0, segiin las condiciones siguientes.

Corolario 1. Sea f una funcidn semi-continua en cualguier intervalo
finito del semieje positive de las x y definido como Ie media de sus Ums-
tes f(xy + OYy fizy — 0) en todos los punios xy{z, > 0), donde [ es dis-

-]
continun. Supongamos, ademds, que exviste ln infegral |f(®)| dz. En-

0
lonces, en todo punto x (x = 0) donde existan derivadas a la derecha y ¢
la tzquierda, la funcidn estd representada por su formula integral de Fou-
rier de senos (2) u por su férmula integral de Fourier de cosenos (3).

Bajo esas condiciones, cuando % = 0, la férmula integral de cose-
nos (3} representa f{-- 0} en el caso de que exisfa f'5(0), como puede
verse considerando la extensién par de f. El segundo miembro de
la férmula integral de senos (2) tiene evidentemente el valor cero
cuando x = 0.

FI problema de autovalores

X"(x) + 2 X(z)} = 0 (z > 0);

w XO=0, |X@I <M @ >0),

donde M es una constante positiva, es singuler porque su intervalo
fundamental = >> 0 no estéd limitado. Cuando % == (), una solucién
de la ecuacidn diferencial que satisface la condicién X(0) = 0 es

sen £4/%, v estd acotada para todos los valores positivos de & tinica-
mente en el caso de que VA tenga valores reales. Pongamos v/3 = «;
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entonees, aparte de un factor constante, las autofunciones son
X = gen xx, donde « toms todos los valorea positivos reales. Los
autovalores A = o son continuos en ligar de discretos. Aungue las
autofunciones gen ¢x no tienen la propiedad de la ortogonalidad, la
férmula integral de senos (2} de Fourier da una representacion de
las funciones f en el intervalo # =>0 como una combinacién lineal
generalizada de aquellas autofuneciones.

Andlogamente, A = e}z =0) y X = cos ax son los nutovalores
y autofunciones del problema singular

. X"z) + 2 X(x) == 0 {z >0
() X0 =0, (X@)<M (z >0),

y la férmula (3) representa las funeciones f por medio de términos de
CO8 X,

«53. La forma exponencial. Cuando se cumplen las condiciones
enunciadas en el Teorema 1, la férmula integral de Fourier puede
escribirse

{1) fl&) = I lim fﬁ f 2f(E} con [a(E — x)] dE da.
211 = m 0 el

Expresemos la funcién coseno por medio de funeiones exponenciales.
Como f es absolutamente integrable, las integrales

ey a, " feye— ax

LA —

convergen uniformemente con respecto a o para todas las o« positivas
segun indica el criterio de Weierstrass. Esta convergencia uniforme
en uni6én de la semi-continuidad de f implica que esas integrales repre-
sentan funciones continuag de « (ver Prob. 9, Sec. 54). Por lo tanto,
la integral iterada de la férmula (1) puede escribirse como la suma

) . - .. g L .
@) f e [ et dE d + f e [ e d da
v 0 - LW 1] -

puesto que las integrales definidas con respecto a o existen como inte-
grales de funciones continuas de «. (Sin embargo, las integrales
impropias desde « = 0 a o == o pueden no existir.)

Con la sustitucién o = —- o el segundo término de la suma (2)

toma la forma
1] w
f L d FlEei" dE da”.
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Quitando aqu{ las ¢primass, la suma {2) puede escribirse

2 ©
f e [ fiz)eset dE da.
—0 =

Por lo tanto, la forma exponencial de lo formula inlegral de Fou-
rier (1) es

B &=

(3 fle) = — " fim e | f(B)e™ dE du,
2ng+e —3 —t0
donde —— oo < 2 < oo. El signo menos del exponente — fxar puede
pasarse al exponente 2% usando — o como variable de integracitn.

El limite de la férmula (3) se conoce como valor principal de Cau-
chy de la integral impropia desde — oc & oo con respecto a o. El valor
principal puede existir aungue no existe la integral impropia. La

int-egml‘J a do, por ejemplo, no tiene valor; pero su valor principsa)
existe, 3§ e_smigua,l a cero porque f o de = 0 para todo valor de B.

En el caso de que existe la integral impropia, ésta es entonces igual
a au valor principal.

A menos que se impongan a f condiciones adicionales, el valor
principal utilizado en la férmula (3) no puede ser remplazado por
la integral impropia, eomo lo demostrard un ejemplo. La funcidn

flz) =10 cuando x << 0,
{4} Jz) =e= cuando z > 0,
J0) =1, "o oXzZ0

satisface todas las condiciones de nuestro teorema integral de Fou-
rier. Eatd representada por la férmula (3), en todo punto @, en particu-
lar, en el £ = 0. En eate caso

1 1 1
(5) f(E)emc de _f e—illiz) JE = + fo
1-dx 1 + o

Por lo tanto, ¢uando z = 0 en la férmula (3), la integral se con-
vierte en

e £
J 1t doe = [a.rctgot + —log (1 4+ ot’) = 2 arofg B,
—F 1 + ol —3

que tiene el limite = cuando B > co. El segundo miembro de la
]
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- férmula (3) tiene, por consiguiente, el valor 1Y;, que es f(0}. Pero la
infegral impropia de Ia funcidn (5), desde — oo a oo no existe, pues,
la funeién «{l + &%~ no es integrable desde 0 a co.

Las funciones e—** {— oo < & <C o0) son autofunciones del pro-
blema de auntovalores singular

(6) X'@) +2X(@) =0, |X@)| <M (—oo<r< ),

donde M es una constante. Loa antovalores X = o? comprenden
todos los ntimeros reales no-negativos, y la representacion de las
funciones f por medio de autofunciones estd dada por la formula (3).
X 54. Transformaciones de Fourier, La férmula 1ntegral de Fou.
rier de senos puede escribirse en la forma

(1) flx)y = 2 fmF,(cx) sen oz du {x >0,
T/
donde '
(2) Fo(oa) = fmf{ﬁ} sen of df (oc == 0).
s 3

Si f es una funcién dada, entonces la Ee. {1} es una ecuacién inte-
gral en la funcién Fj, una ecuaciSn que contiens en el integrando
la funcién incégnita. Es una ecuacidn integral singular porque la
integral es impropia. La Ec. (2) da una solueién de esa ecuacién inte-
gral cuando f satisface las condiciones enunciadas en el Corolario 1,
come puede verse sustituyendo la expresién (2) en lugar de Fy en
la Ee. (1).

La funcién F, definida por la Ec. (2) es la transformada de Fou-
rier de senos. La transformacién (2), que se puede abreviar en la
forma

(3) Fole) = 3.{f},

establece una correspondencia entre las funciones f y F,. Las funcio-
nes f satisfacen las condiciones del Corolario 1, tienen transformadas
- Fy tales que la férmula (1) da f en funeién de su transformada; esto
es, la formula (1) da la transformacién inversa.

Supongamos que f, f* y f* son eontinuas cuando z = 0, que f(z)
y f(z'} tienden a cerc cuando 2 — oo, ¥ que f es absolutamente inte-
grable de 0 a oo, Entonces, por medio de sucesivas 1ntegra.c10nes
por partes se demuestrs que (Prob. 7)

(4) 8. (&)} = — «*Fsle) + af(0).



" 8mC. 54] INTEGRALES DE FQURIER 131

Esta ea la propiedad operativa bésica de la transformacién seno, la
de remplazar la forma diferencial f"(x) por una forma algebraica
Fy, «, v el valor inicial f(0).

La propiedad (4}, junto con otras propleda.dea operativas de la
tranaformacién, eonducen a la reduceién de ciertos tipos de proble-
mas de contorno a problemas m4s sencillos en las transformadas de
las funciones inedgnitas. El estudio de este método operativo, em-
pleando Jas diversas transformaciones de Fourier y la afin de Laplace,
puede hacerse en varios textos!.

La transformacién de Fourier de cosenos F, de una funcibn f es

(5) Fofw) "f fEyeosatdi=Cff} - (n>0)
0

La inverse de Ia transformacién €, {f} estd dada por la férmula inte-
gral de chrler de cosenoa

(8) Sy = —2 fmF.,(rx.) cos oz do (x > 0).
T o

La propiedad operativa bisica, vidlida bajo las condiciones indicadas
anteriormente para la propiedad (4), comprende a f'{0)

@ Culf"(2)} = — a*Fela) — f(0).
Otrag transformaciones de Fourier inéluyen la forms exponencial
(8) f(B)e= dt = Fla) * (— oo < ot < o)

cuyo inverso estd dado por la férmule (3}, Sec. 53, y también ciertas
transformaciones integrales a lo largo de intervalos limitados llama-
dos transformaciones de Fourier finitas.

PROBLEMAS
1. Bifim) =1l cuando 0 <z << k y f(z) = 0 cuando = > &k, ¥ f(k) = Y,

demostrar que la férmula integral de Fourier de senos se aplica a f para dar la
representacién

2 pw | —cos kit
flz) = — f ———— gen ax do {x > 0},
1t 0 o

+ 1 Churehill, R. V. Mateméticas operacionales, 2.5 od. 1958.
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2. Utilizar el Corolario 1 y la férmula integral de Fo.rier de senos para
demostrar que
« or.’ sen m
—xcoaw———f {r > 0}
ot + 4
8. Emplear la férmula integral de Fourier de cosenos y demostrar que

2 wal L 2
eLeosT = — o008 e du (z = 0).

o ot + 4

4, Aplicar la propiedad opemtwa {4), Bec. 54, ala funcién ¢—*7, donde k es
una.conatante positiva, pare demostrar que la transformada seno de Fourier
de eaa funcidn es ¢(x* + ¥*)~%; de aquf, obtener la representacién.

. wo gen ax '
——fo T (z > 0, & > 0.

5. Utilizar la propiedad operativa {7), Bec. 54, para demoatrar que la trans-
formada coseno de e %% donde % es una constante positive, es k{x® 4 k)~Y
¥ de aquf, demostrar que

2k pw cosux
gkt = — —;—-;Fdd. (xgﬂ,k = 0).
o &

8. Eatablecer la rapresentacién

8 ® o, BeTL o
e~k . g iT — —_ (:U = 0)’
o (@ + 1) (ot + 4) B

En el problema de contorno fratado en la Sec. 15, demostrar qus la funcién

u(z,y) = f: gloe)e— =¥ gen ax do 0,y =0)

- gatisface la condicidn de contorno adicional

u(z,0) = ¢ — e x=0
it g es la funcidn absolutamente integrable

g o
@ r @9 20

7. Cuando f, f* ¥ /' son continuas {z = 0} emplear la integracién por partes
pora demostrar que, para cade constente positive ¢,

f F(z) von ax diw = f'(e) #en se — x f(6)} cos ae + of(0)
f fiz) sen ax dzx.
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{En eate caso la continuided de /' puede reruplagarse por la condicién de que
f” wea casi.oontinua en cada infervalo (0,¢). Supomiendo ademds que f(z) ¥
f(z) tienden & cero cuando x - oo ¥ que existe la transformada seno de Fourier
Py(x), demontrar que ¢l segunds miembro de la ecuacidén anterior tiene el .
mite xf(0) — x* Pea} ouando ¢ = oo. Deducir la existencia de la transformada
seno de f y demostrar que satisface la propiedad operativa (4), Sec. 54.

8. Obtener la propiedad operativa (7), Bec. 64 para la transformeda coseno
de f” {comparar con el Prob, 7).

9. 8i f(E) ee casi-continua en todo intervalo (—— ¢,¢) del eje de las £ explicar
por qué la funsidn

= [ © f@eca

o8 continus pare todos loa valorea reales de «. Cuando, ademds, f es absoluta-
mente integrable & lo largo de todo el eje de las §, entonces la integral

@
S sz = P
—
ea uniformemente convergente con respecto & o. Esoribir

Fla) = $lz) + f: :f(E}e‘“E #+ [ :ﬂﬁie‘-i dt

¥ probar que Fix + Ax)— F(x) = 0 cuando Ax — 0 haviendo primero gran-
de & ¢, independiente de o y Ax y después tomando |Ax| pequedio pars hacer
pequeiis a |Ad), estableciendo nsi la continuidad de F(x) utilizada en la Sec, 53.

10. Establecer la siguiente propiedad operativa de la transformacién de
Fourier

-]
Bipy = [ fepisde= @) (—oo<a< oo
-_—
Sif, f y [/ won continuas para todos los valores de z, si axiste la transformads
Flo) de [, ¥ si f(z) ¥ f'(x) tienden ambas a ocero euando [¢[-» co, entonoces
E{f"(z)} = —* F(z) (— o0 < & < oo
11. Comprobar Ia representacién de la integral seno de Fourier
2 2 n= = £ genof
—— = — He) —d du k>0
!+ r.'fo naxfo E’-i—k'a (%> 0)
observando que, segin el Prob. 4, la integral interior tiene aqui el valor
{w{2)e~4%: y la exterior es entonces la tranaformada seno de aguella funeién

exponencial de «. Nétese que la funcidn =f(z* 4+ %} ne es absolutamente in-
tegrable desde = 0, & = co.



CAPITULC 7

PROBLEMAS DE CONTORNO

85, Soluciones formales y rigurosas. La precedente teorfa de
repregentacién de funciones dadas por medio de series e integrales
de Fourier nos permite emplear el método de separacién de variables
¥ superposicién para la resclucién de tipos importantes de proble-
mas de contorno en ecuaciones en derivadas parciales. En este capi-
tulo se aplica el método a varios problemas de contorno que son el
planteamiento matemdtico de problemas de fisica.

Mostraremos rmodos de probar que la funcién hallada satisface ver-
daderamente la ecuacién en derivades parciales y todas las condi-
ciones de contorno y las de continuidad. Una vez hecho esto, la fun-
cién queda rigurosamente establecida como una solucién del problema.
El problema fisico puede indicar que solamente debe existir una
golucién. En el Cap. 10 dedicamos algin espacio a esta cuestién de
la unicidad de las soluciones.

Aun incluso pars algunos de los problemas més sencillos, el proce-
dimiento completo, consistente en determinar una solucién y demos-
trar que éata os la tinica, puede ser largo e incluso dificil. Seguiremos
el procedimiento completo en solo unos pocos cazos. La mayor parte
de los problemas serin resucltos formalmenie en el sentido de que
posiblements no comprobemos por completo la solucién o que no -
demostremos que ésta es tinica. '

56. La cuerda vibrante, desplazada inicislmente. En la Sec. 16
intentamos encontrar upa férmulas para los desplazamientos trans-
versales y(x,f) de una cuerda tensa entre dos puntos fijos (0,0) v (c,0),
después de que la cuerda queda libre a partir de una posicién ¥ = f(w)
en ol plano xy (Fig. 11). Se exige, por tanto, a la funcidn y que satis-
faga todas las condiciones del preblema de contorno.

(1) yulzd) = atye(zd) 0 (O<z <ot >0),
2) ¥(04) = 0, yled) =0 t=0),
3) : y@0) =f(@), =0 0=z <o)

’ : 134
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Empleando separacién de variables, superposicién y la ortogona-
lidad de las funciones sen (nrz/c) llegamos & la solucién formal

n:at
4 t) = by — e
£ ylx,t) E sen . ™ eos - .
donde
. Y U
: et c

La funcién dada f ha de ser continua en el intervalo (0 <z < ¢);
ademds, f(0) = f(c} = 0. Supondremos que f' es al menocs casi-conti-
nua en el intervalo. Bajo estas condiciones sabemos que f estd repre-
sentada por su serie de Fourier de senos en ese intervalo. Los coefi-
cientes de esta serie son los nfimeros &, dados por la Ee. (5). Por tanto,

Yy
' !
o e
b -] . -
(-0 nmme==""0 @0 e mm %

Fry. 11

cuando ¢ = 0, la serie de la formula (4} converge a Jiz); eato es,
y{x,0) = f(zx) cuande 0 £ 2 S ¢

La naturaleza del problema pide una sclucidon y{x,t), que sea con-
tinnaenrytcuandod <z eyt =0y tal que y(x,f} sea continua
respecto & ¢ en ¢ = 0. Entonces los valores de contorno preseritos
son log valores limites en los contornos y(0,t) =.y(+ 0,t), ylg(c,t) ==
= y{c — 0,3), ete,

Para demostrar que la férmula {4) representa una solucién debemos
demostrar que ls serie gue contiene converge hacia una funeioén con-
tinua y{z,t), que, en unién con sus derivadas parciales, satisface la
ecuacidn de lag ondas (1) y las condiciones de contorno. Pero puede
ocurrir que la serie no sea dos veces derivable con respecto a x ¥ ¢
aun en el caso de que la serie tenga una suma y(x,f) que pueda satis-
facer la ecuacién de las ondas. En el caso de Ja cuerda pulsada
(Bec. 18), por ejemplo, los coeficientes b, son proporcionales a n—2 son
(nn/2} de modo que, después de derivar la serie correspondiente a y(z,t)
dos veces con respecto a x 6 f, las series resultantes no convergen.

Es posible sumar la serie de la férmula (4), esto es, representar su
suma sin el empleo de series infinitas. Eato simplificard la comproba-
cién de la solucidn,
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Puoeato que

2sen " cos n_waj = seh n——-——ﬂ(x —a) -+ sen ﬂ_——-—“(x +—Eﬂ
e e ¢ ¢

la Ee. (4) puede escribirse

1 o nm 1 o nw
(6) y—EEbnsen[?(r-—a‘)]+-§zbuwn[w;(z+at_)]

pwl n=1

Definamos F(x) para todos loa valores reales de x por la serie de senos
correspondiente a f:

. AR :
7 F) = 3 by sen — (= << ),

LT

Entonees, F(x) es la extensién periédica impar, con periodo 2¢,
de f(z); esto es,
(8)

Flz) = fl=) cnando 0 = » = ¢,
Fl—x) = — F(2}, Flx + 2¢) = F(z), 'y para z.

Begtn la férmula (7), la férmula (6} puede escribirse
8 yimd) = Y Fle —al) + Flz + at}].

De este modo, In serie (4) es sumada con la ayuds de la funcién F
definida por las Ees. (8). La oonvergencia de las series (8) y (4) se
pigue de la convergencia de la serie (7).

Solucibn establecida. Las condiciones a las que hemos sometido
& f son tales que su extensién F es continua para todo valor de z
(Fig. 11). De ello resuita que F(x —af) y F(x + ai), y, por consi-
guiente, la funcién y dada por la férmula (9) son funciones continuas
‘de 2 y ¢ para todos los valores de 2 y ¢. De cualquiera de las dos fér-
mulas {(4) & (9) se deduce que y(0,f) = 0, ylof) = 0, y(z,0) = f(=).
Obgérvese que cuando z = ¢ en la férmula (9), se puede escribir
Flo — at) = — Flat — ¢) = — Flat - ¢). Por tanto y (¢t} = 0.

Al ser F(— z) = — F(z), es también — F'(-—gx) = — F'(x), alli
donde exista F'(z), significando la «primas la derivada con respecto
al argumento de ¥. Por tanto, F’ es una funcién par. Andlogamente
ge compruehs que F*’ es una funcién impar,

En el caso de que f' y f” sean confinuas cuando 0 Sx Z o y

J'0)=f"c)=0
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entonces F'(z) y F"(x) son continnes para todas las z, comeo se
indiea en la Fig. 12, Por tanto,

yilwt) = gt—~ Flz—at) + Pz + at)],

¥ es continua para todos los valores de x ¥ &, e y«x,0) = 0. Como
se hizo notar en la Sec. 20, F{z — af) y F{x 4 af) satizfacen ls ecua-
oién de Ias ondas (1); por consiguiente, ¥ satisface ess ecuncidn, asf
como las condiciones de contorno. La funcién y dada por la férmula (8)
queds entonces establecida como una solucién de nuestro problema
de contorno. En el Cap. 10 demostraremos por qué es la tinica solu-
cién posible que, en unién con sus derivadas de primer y segundo
orden, es continua para todos los valores de las variables,

F
(-lc’ 0) "-u-—-- R (C, 0) ""----
— +
/s o ]
/ \/
Fl’i
'O-.“‘—‘ "’-‘ .
{-40) o (e, ) x

Fia. 12

Bi 1as condiciones a que se someten f* y f* se hacen menos severas,
exigiendo solamente que estas dos funciones sean casi-confinuas,
encontramos que en ¢ada instante ¢ puede haber a lo més un nimero
finito de puntos x(0 £ x = ¢), donde no existan las derivadas par-
ciales de y Excepto en esos puntos, nuestra funcién satisface la
eouacién de las ondas y la condicidn y{2,0) = 0. Las otras oondi-
ciones ds contorno quedan satisfechas como antes. En este caso
tenemos una solucién de nuestro problema de contorno en un sentido
méa amplio.

§7. Discusidn de )a solucidén, Sea en la férmula (4) 0 en su forma
modificada (9), se puede ver que para cualquier z fijo el desplaza-
miento y(z,}) es una funcién periddica del tiempo ¢ con el perfodo

2¢c

1) Ty =—
[+
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El periodo es independiente del desplazamiento inictal f{az). Al ser

= H/[3, donde H es la componente horizontal de la tension y & es
la masa por unidad de longitud, el perfodo varfa directamente con
la longitud ¢ y con 4/, e inversamente con 4/ H.

Tanto de la férmula {(4) como de la {9) resulta también evidente
que, para una longitud dada ¢ y un desplazamiento inicial f(w), el
degplazamiento y depende solamente del valor de x y del valor del
producto at. Es decir, ¥y =¢(z,at), donde la funcién ¢ es Ia misma
funcién cualquiera que sea el valor de la constante 4. Sean a, ¥ 6,
valores diferentes de esta constante, e g (z.f) e y{z,) los desplaza-
mientos correspondientes. Entonces

(2) lzt) = wledy) Biajdy =gty (0 Zx<e)

En particular, supongamos que solamente difieren las tensiones,
con los valores H, y H,. La cuerda toma entonces el mismo conjunto
de posiciones instanténeas cuando H = H, que cuando H = H,, pero
los tiempos ¢, y i requeridos para aleanzar nna determinada posicién
tienen la relsvion

3 b _ fi)"
@ t (H '

Soluciones aprozimadas. Excepto para la condieién no-homogénea
(4) ylz,0) = flz),

nuestro problema de contorno queds satisfecho por cualquier suma
parcial de la serie infinita {4), Sec. 56,

Ty nnal

N
(5) yy(iﬂ,t) = Z b’; sen ---c— Cos ._.;:._.__

En lugar de Ia condicién (4) esta fitneibn aatisface la condicion

(6) w(2,0) = Z by sen -

h=1

La suma anterior s la de los ¥ primeros términos de la serie de senos
de Fourier de f{z), en el intervalo (0,c). Como la extensién periédica
impar de f es continua v f’ es casi continua, esta serie converge uni-
formemente a f(x), como sc demostrd en el Cap. §. Por lo tanto,
tomando N suficientemente grande puede hacerse a la suma g,(x,0)
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tan aproximada & f(x) como se quiera para todos los valores de z
en ¢l intervalo 0 < 2 < ¢.

La funcién yy(x,), que lo mismo que sus derivadas parciales es
continua para todos los valores de » y ¢, es, por consiguiente, una
solucién del problema aproximado obtenido remplazando la condi-
ocién (4) del problemsa original por la (8).

Pueden hacerse 1aa correspondientes aproximaciones a otros proble-
ma#. Pero un aspecto notable del caso que tratamos es gue yy(x.f)
nunca se desvia del desplazamiento real, ¥ (z,t) en més que la mayor
desviacién de y(x,0) con respecto a f{x). Esto es ciertc porque

hi

. 1 (X — all m
yN=§[Zwan?fﬂz—ff!+ Zb,s.enw_)] |

n=1 =1

y esas dos sumas son los N primeros términos de Ia serie de -senos
de la extensién periédica impar F de f, con argumentos x —aé ¥y
z + at. Pero la mayor desviacién de la primera sums con respecto
& F(z —at}, o de Ia segunda con respecto a F(z - at), es la misma
que la mayor deaviacién de y,(x,0) con respecto = f(z).

PROBLEMAS -

1. Una cuerda esid tensads entre los puntos fijos (0,0) ¥ (1,0) ¥ e la. deja
libre a. partir de la posicién y = A sen . Hallar 1a férmula de los desplazamien-
tos que ocurren y(z,), y efectuar la comprobacién completa de la aoluoién
encontrads. Deseribir el movimiento de la cuerde,

Solucidn y = A een mx cos nal:

2. Resolver el Prob, 1 enando el desplazamiento inicial ea y(z,0) = B sen
2. Solucidn y == B sen 2rw cos 2mat.

3. Demostrar por qué la suma de las doe funciones y(z,f) encontrada en los
Probs. 1 y 2 representa Ioa deaplazamientos despuée de que se deja libre la cuer-
da a partir de la posicién y = A sennz + B sen 2me.

4. Con referencia a la cuerda de longitud ¢ desplazads inicislmente considera-
da en las Secs. 58 y 87, explicar por qué la frecuencia v de v1braclén, en ociclo
por unidad de tieropo tiene el valor

SERVES

~%

8i la tension es de 200 libras, ol pesofpie es 0,01 Jibras (98 = 0,01, ¢ = 32},
¥ la longitud es de 2 pies, domostrar que v = 200 eiclosfesg.

5. En la Sec. 56, la posicidn de la cverda en cada instante puede mostrarse
gréficamente moviendo la grafica de la funcién periddica 1/, F(z} bacia la
derecha con una velocidad @ y otra curva idéntica hacia la izquierda con la
misma velocidad y sumando las ordenadas; en el intervalo 0 £ & < ¢, de lns
dos curvas asf obtenidas en el instante £, Demostrar que esto se deduce do la
férmula (9).
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8 Dibujar algunas posiciones de la cuerds pulsada considerada en la, Sec. 18

por el método descrito en el Prob. § para comprobar que la cuerda toma po-

siviones tales como las indicadas por las

y lineas de puntoe de la Fig, 13.

7. Eseribir el problems de contorno

,-‘ﬁ-..‘ : (1) a (3), Sec. 58, en términos de las doa

variables independientes x y v donde

T = af,.para demostrar que el problema

en y como funcidn de xyv no contiene la

Fis. 13 conatante a¢. De este modo, sin resolver

ol problema, deducir que la solucidén tiene

la forma y = $(x,7) = $(z,af) ¥ de aqui que la relacidn {2}, Sec. 57, sigue como
consecuencia. :

[ =
OT R
™

88. Velocidad inicial dada. Si, inicislmente, la cuerda tiene alguna
distribucién de velocidades g(x), dada de entemano, paralela al eje
de las y en su posicién de equilibrio % = 0, el problema de contorno
de los desplazamientos y(x,f) se convierte en

(1) Yea(8) = aMaal.) <z <ot >0),
{2} y(0,5) =0, ylet) =0 t=0),
{3) y(a:,O) = 0; ?l:(x,o} = g(.’ﬂ) (0 < &< G).

En el caso de que ] plano xy, con la cuerda ocapando el eje de las =,
fe eaté moviendo paralelamente al eje de las 7 ¥ se le obligne al reposo
en el instante § = 0, entonces g es una constante. La accién de mar-
tillo en un piano puede produecir aproximadamente una velocidad
inicial uniforme a lo largo de una corts longitud de la cuerda de
piano, en cuyo caso g puede considerarse como una funcién escalén.

Como anteriormente, encontremos las funciones del tipo X (z)7'(f)
que satisfagan todas Ias condiciones homogéneas del Prob. (1) a (3).
El problema de Sturm-Yiouville en X es el mismo que el encontrado
cuando el estado inicial dado era el desplazamiento inicial; en con-
secuencia, h = n?n?fe? y X == sen (nnzfc). Las condiciones que debe
cumplir 7 se convierten en

T + %) =0, TO) =0 (» = nirn¥cd);

y, por tanto, T = sen (nnatfc). Para satisfacer ademés las condicio-
‘nes no-homogéneas, escribiremos, formalmente,

c nRY nral
ylz.t) =Z Ay sen s ——
=1
: nra nrx
(4) Ye(@0) = 3, —— Apsen — = g(2) 0 <z < e).
c c

na=]
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Suponiendd que g v g’ son casi-vontinuag, la serie de la férmula {4)
ea la serie de Fourier de senos que representa a g(x) en el intervalo
(0,c) & nradyfc = by, donde

2 ¢ nne
(5) by = —f gix) sen — dz.
eJo €

Por tanto, A, = byc/(nna) y

£ - o ¢
(8) yizb) = — Z bn sen — gen -~ -
e ¢ ¢

Podemos sumar la serie anterior poniendo primero

at 1
yelmt) = Z by sen - 608~ = L6+ an + 5 e —a),
n=1

donde & es la extensién periédica impar, de periodo 2¢ de la funeién
dada g (comparar con la Sec. 56). Entonces, y por ser y(2,0) = 0,

y(xt)———lf Gz + ar}dr + — f G{x-—a'r)d‘r

"—f G(a)da—_.f G(E) de.

y utilizando la funcién

Ny H(z) = f G(5) dt (— oo <2 < o),
4]

1
(8) y@t) = o~ [H(z + at) — Hiz —af)).

La comprobacién de la solucién en la forma (8), y la identifica-
cién de las funciones definidas por (6) y (8), se dejan para los
problemas

Superposicitn de soluciones. Si se fijan tanto el desplazamiento
inicial como la veloeidad inicial de la cuerda,

(9) y(=0) = flz),  yilz.0) = glx),
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el desplazamiento y(x,f) puede escribirse como superposmén de la
solucién (8) y de la (9), Seec. 56, como sigue

1 1
(10) ylet) = 5 [Pz + at) + Flo—at)] + — [Hiz + at) _
. — Hiz — ab)].

Nétese que ambos términos satisfacen las condiciones homogéneas (1)
¥ (2) mientras que su suma satisface claramente ia condicién no-homo-
génea. {9).

En general, la solucién de un problema lineal que contengs més
de una condicién no-homogénea puede escribirse como suma de solu-
ciones de problemas, cads uno de los cuales contenga uns sola con-
dicién no-homogénea. La resolucion segiin este método del problema
original, aungue no es un paso esenocial, simplifica a menudo el pro-
ceso de determinar la solucién del problema.

59. Ecuaciones diferenciales no-homogéneas. La sustitucién de la
funeién inedgnita por otra nueva reduce a veces una ecuscién en
derivadas parciales no-homogéneas a vna homogénea. Entonces, si
Ias variables pueden ser separadas, y si las nuevas condiciones de
contorno relativas a los dos extremos pueden hacerse homogéneas
eligiendo adecuadamente la nueva funcién de forma que resulte un
problema de Sturm-Liouville, nuestro método de superposicién puede
ser efectivo. _

Como ilnstracién, consideremos los degplazamientos en una cuerda
tensa sobre la que actda una fuerza exterior por unidad de longitud
paralela al eje de las . Supongamos que la fuerza ses proporcional
a lo distancia & un extremo, y que el degplazamiento inicial y la velo-
cidad son cero. Pueden escogerse las unidades para z y ¢ de modo
que el problema tenga la forma

() Yl d) = yarlet) + Az O<a<],t > 0),‘
(2) y(0,8) = y(Lt) = y(2,0) = yelz,0) = 0.

"En términos de la nueva funcién ¥, donde
Yt = Y{zt) + $(@)
¥ ¢ es a determinar, la Ec. (1) se convierte en
C Yaleh = Yale) + @ + 43
quo serd homogénea si

(3) ) =—
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Las condiciones que debe cumplir ¥ en los extremos de la cuerda
serén

YO0+ 30 =0, YIH+ 1) =0

homogéneas si -
(4) $0) =0, (1) =0
De lag condiciones (3) y (4) se deduce que
() Mx)_—-—%z(l-—xﬁ) ERCETT-S))

El problema de contorne en Y consiste ahora en las condiciones
Y=Yz Y{0,) = Y(1) =0, y

Y{x,0) = —dfz), - Y0} = 0

Este es un caso especial del problema resuelto en 1a Sec. 56. La solu-
- ctén del problema puede, pues, escribirse

(6) Yl ) = $(@) — Ylflz — o) + dlz + 1),

donde {x} estd definido para todos los valores finitos de & eomo
extensién periddica impar de ¢ de perfodo 2.

60. Barra eldstica. Una barra cilindrica de longitud natural ¢ se
alarga inicialmente una longitud be (Fig. 14) y se deja libre. Los des-

gl-_
|
——
k
1
1
L

plazamientos longitudinales iniciales de sus secciones son entonces:
proporcionales & su distancia al extremo fijo. En el momento t = 0,
se sueltan ambos extremos y se dejan libres, El problems de com-
torno en los desplazamienios longitudinales y{x,t) ea (Sec. 5)

D) guded) = atyalat) 0 <z<et>0d=Ef)
(2} . ?}:(Oaﬁ = Os .'ix(c"} = 0 (t > 0): .
(3) y(2,0) = bz, y(xz,0) — 0 (O < x < ¢).
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Las condiciones de contorne homogéneas relativas a los puntos 0
y O (2} indican que Ia fuerza por unidad de drea E 9y/dx sobre lag
secciones extremas es cero.

Las funciones X(x)T'(f) satisfacen todas las condiciones homogé-
nees indicadas cuando X es una autofuncién del problema

(4) X"(z) 4 2 X(x) =0, X'(0) = X'(c) =0,
y cuando, para el mismo autovalor 2,
G - O +aTH) =0, T0) =0

El problema de Sturm-Liouville (4) genera las autofunciones utilizadas
en la serie de Fourier de cosenos en: el intervalo {(0,c}. Los autovalores,

todos reales, son 3y = 0, Xy = n¥n¥/c?, n =1, 2, ..., ademés, Xy(z) =
=1, Tu(‘) =1,y
Xp(x) = cos (nmzje), Ta(t) = cos (rnatfc).

Asi, pues, formalmente, la combinacién lineal genernlizada

1 hd nre  nmat
yxl) = —ay +- @ COF ~~— CO8 ———
2 = [ c

satisface todas las condiciones (1) a (3) supuesto que

o 1 & nr
(6) | bx:an--l-Eu,,cosT {0 <z <¢)

La funcién bz ea tal que estd representada por su serie de Fourier de
cosenos en ¢l intervalo 0 < 2 < ¢, donde

c

2b e .
a“——*—fzeos?in—zdm n=0,1,2 ...}
L ¢

de donde reaulta 4, = be, ag = — 2be[t — (— 1)7){(nx)¥; y de aqui

D -
1 o @n—limz (@ —l)nat

i 4be <
7 ylad) = bo—
@ veh =3 n-E(zn-—w P c

8i P(x) designa la extensién periédica par, de periodo 2¢, de Ia fun-
cién bz (0 < x = ¢), 1a fé6rmula (7) puede eseribirse

(8) Yxt) = [Pz + at) + Plz — ad)].
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Esta reduccién, y la oomprobaclén de la solucién en la forma (8)
quedan como ejercioios.

PROBLEMAS

I. Demostrar que para cada valor fijo de =z, los desplazamientos y dados
por la formula (10), Bec. 58, son funciones periddicas de ¢ de periodo 2cfs.
2. Demostrar gque ol movimiento de cualquier seocién transversal de la barra
eléatica considerada en la Sec, 60 es periddico en £ de pericdo 2¢fa.
(8> Una cuerds tensa entre los puntos (0,0) y {m,0) se encuentra inicialmente
reota con velocidad y.(=,0) == b sen x. Escribir el problema de contorno en
y{x,#) resolverlo ¥y comprobar la solucién.

Solucion ¥y = a~1b sen x sen ai.

4."Un alambre estirado entre log puntes (0,0} ¥ (1,0) de un eje de lag = ho-
rizontal se encuentra inicialmente en reposc a lo large de dicho eje. Su movi-
miento posterior ea originado por la fuerza de la gravedad. 8i el sje de las ¥
ea positivo hacia arriba, la ecuacidn del movimiento ee yu = a® Yz — g, donde
g oa la aceleracién de la gravedad. Eaoribir o] problema de contorno en los dea-
plazamientos verticales ¥{z,t) ¥ reaclverio.
Premostrar que

y{xr‘) = ‘I‘{w} - 1!’2[1?(3 - G‘} + \}l‘{w + M}]v
donde 1a funcién ¥ ‘es la extensitn periddios impar, de periodo 2, de la funcién

iz} = —z(z—-ll O=z=1).

5. Con referencia a la SBec, 58, cuando todos los puntos de la cuerds tienen
la misma velocidad inicial, g¢{x} = v,, mostrar graficamente las funcionea
peribdicas G{x) y H{zx) y observar que las posiciones instantdneas de la cuerda
dadas por la férmula (8) son lineas quebrades semejantes a las posiciones
mostradas en la Fig. 13.

&. Comprobsar la solu.cxén (8), Bec. §8. Observar gue la funcidn H definida
por la Ee. (7) ea oontinua, par ¥ periddica ¥ que H'(x) = G(z) allf donde &
ses contbinus.

7. En la 3ec. 88, vimos que

G(r):Zb,,sanEeE (—oo-c.f{ao').

n=i
Intograr este serie (Sec. 48) para demostrar que

P | !Iﬂ.
H(¢}=;Z;b.(l—m-—cn—) f[—oe<x< ov)

nm=]

< ¥ de aqui, que la funcidn (8) estd representads por 1a gsorie {8).

8. En la Beo. 80, reducir Is representacién (T) de la funcién y a la forma (8)
y comprobar la solucion

8. Partiendo de la férmula (8), Sec. 60, demostrar que ¥(0,8) = P(at) gue
por tanto, el ~wiremo # = 0§ de la barra se mueve von velocidad constante ab

to
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durante el semiperfode 0 < ¢ << ¢fz y con velocidad —ab durante el semi.
pericdo eiguiente,

10. Bi la funcién ¥ que satisface lae condiciones {1) a (3). 8eo. 60, se inter-
preta como representacion de los desplazamientos transversales en una cuerds
tenea, donde a* = H/3, describir las condiciones inicial y final para la cuerda
(Obsérvese que las condiciones {2) implican gue en los extremos no actiian
fuerzas verticales, como si loa extremos estuvieran enlazados alrededor de guissg
perfectamente lisas & lo largo de las rectas = = 0 y = = o). .

61. Temperaturas de una barra. La superficie lateral de un cilin-
dro recto, sdlido, de longitud =, se encuentra aislada. La distribucién
inicial de temperaturas en el interior de la barra es una funcién dada f
de la distancia « desde la base 2 = 0. En el instante ¢ = 0, la tem-
peratura de ambas bases z = 0 y x = n 86 lleva a cero y se conserva
en este valor (Fig. 15). Si no se genera calor en el sélido

K

u=0 (0= f(z) 1=0

Fia. 15

las temperaturas deben tener los valores de una funcién ulxz,t) que
satisfags la ecuacién del calor

L wled) = busp(zl) (0 <z < mt>0)
¥ laa condiciones de contorno -

. (2) u(-+ 0,f) = 0, w(mw — ost} =0 (t > 0),
) u(x, + 0) = f(x) 0 <@ <n).

La constente k es la difusividad del material. Hemos escrito las
condiciones de contorno como limites con objeto de indicar las pro-
piedades de continuidad que deben ser satisfechas por «. El problema
es también el de determinar las temperaturas u(x.{) en un paralelepi-
pedo limitado por los planos @ == 0 y # = =, inicialmente a la tem-
peratura f(x), con sus caras conservadas a la temperatura cero.

Por separacién de variables se encuentra que X(z)7'(f) satisface las
condiciones homogéneas (1) y (2) si '

@ X'@) +AK(@) =0,  X(0) = X(n) =0,
(5) T'(t) = — 2ET ().



sEo. 81} . PROBLEMAS DE CONTORNC 47

'Kl problema de Sturm-Liouville (4) tiene los autovalores x =n? y
las autofunciones sen nx (n = 1, 2, ...). Las funciones I correspon-
dientes son, segtn (5), exp {— n’kt) Forma.hnent,e_ entonces, la fun-
cion

(6) © u(md) = ), beexp (—n*k) sen n

=l

. satisface todas las condiciones, incluyendo 1a .(3), si

M flz) = Eb,.senm <z <R)

=1

Supongamos que Sy f' son casi-continuas. Entonces, f esté represen-
tada por su serie de Fourier de senos (7}, donde '

--(8). ——f flz)sen nede =12 ...}

La férmuls (6) con los ooeﬂmentea b, definidos por la Ec. (8) es
nuestrs golucién formal del problema de contorno.

a. Verificacién. Ya hemos visto anteriormente que by — 0 cuando
n—> oo y, por tanto, esos coeficientes estdn acotados para todas las
n, |bal < M, donde M es elguna constante, Siempre que ¢ = #, donde
4 €8 una constante positiva, -

tby exp (— ntkt) sen nxl < M exp (— n3kiy).

Como la seris infinita de términos constantes exp (— ntkt,) converge,
segtin el oriterio del cociezite,. el criterio de Weierstrass asegura la
convergencia uniforme de la serie (8) con respeoto &'z y ¢ cuando
0=z<w ¢zt >0 Los términos do esa serie son funciones con-
tinuss y, por tanto, la serie {6) converge a una funeién continua
u(z,t) euando ¢ = ¢, esto es, siempre que ¢ > 0, ya que £, es un niimero
positivo arbitraric. En particular, u{+ 0.f) = u(0,t} cuando ¢ >0,
¥ eomo u{0,t) = 0, la primera de las condiciones (2) queda satiafocha
por la funcién » definida por la férmula (6). Andlogamente, la segunda
. de aquellas condiciones queda satisfecha.

La serie de términos n exp (— n?k,), 6 #? exp (— n*k,), también
+ converge. Por tanto, la serie (6) puede ser derivada dos veces oon
respecto & 2 y una vez con respecto a ¢, cuando ¢ > 0 porque la serie
de derivadas converge uniformemente cuando ¢ = £,. Pero como los
términos de la gerie (6) satisfacen la ecuacién del calor (1), reaulta.
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-que la snma wuiz,t) de la serie satisface esa ecuacién difersncial homo-
génes,

Queda por demostrar que « satisface la condicidén inicial (3). Esto
puede hacerse con la ayuda de un eriterio de convergencia debido a
Abel %, que se deduce en el Cap. 10. Para cualquier valor fijo de
z{0 <C x < 7) la serie de términos b, sen nx converge a f{x): en un
puntc de discontinuidad definimos f{x) como la media de los valo-
res f(z + 0} y f(x — 0), Segiin el criterio de Abel, la nueva serie for-
mada multiplicando los términos de una serie convergente por los
correspondientes miembros de upa sucesién acotada de funciones
de ¢, tal como exp (— n2kt), cuyos valores nunca aumentan con
n, es uniformemente convergente con respecto a {. Nuestra serie
(6) converge, por tanto, uniformemente, econ respecto a ¢ cuando
i=0 :

Resulta, pues, que nuestra funcién # es continua en &t (t = 0) ¥,
por tanto, u(z, -+ 0) = u(z,0). Como u(z,0) = f(z), la condicién (3)
queda satisfecha. La funcién = definida por (8) queda establecida
como una solucion. )

b, Unicidad. Coneidersmos el caso algo especial en el que f es
continua (0 = 2 £ x), f{0) = f(n) = 0 ¥ f es easi-continua de modo
que la serie de Fourier de senos (7} converge uniformemente a f{x).
Entonces, el criterio de Abel muestra la convergencis wmiforme de
ln serie {6) con respectc al par de variables x y t en la regibn 0 < 2 =
= n, t =2 0. En consecuencia, nuestra funcién « os continua en esa
regién. Como anteriormente, w;, #y ¥ #yy 801 continuas cuando ¢ > 0
yo0saz =

En el Cap. 10 se demuestra un sencillo teorems de unicidad para
goluciones de tales problemas de contorno. Expresa que solamente
una funcién U(z,y,2,t} puede satisfacer la ecuacién del calor en todo
el interior de una regidén cerrada R en el espacio, tal como nuestra
regién cilindrica, y cumplir las signientes exigencias: U ha de ser
una funcién continua del conjunto de variables z,y,2,¢ cuando ¢t = 0
y cuando (z,,2) esté en R, donde R incluye la superficie contorno;
las derivadas de U/ que aparecen en la ecuacion del calor son conti-
nuas en B cuando ¢t > 0; U estd prescrita en parte del contorno y
la derivada normal de U en el resto onando ¢ > 0.

Nuestra funcién «{z,!), que es independiente de y y z, satisface
todas esas exigencias, incluso las condiciones (1) a (3). Para cada
valor fijo de ¢ el gradiente de u es paralelo al eje de la x, de modo que
la derivada normal de 4 en la superficie lateral del cilindro, o el flujo
calorifico a través de esa puperficie, es cero. Por tanto, la férmula (6)
represents la solucién de nuestro problema que satisface las condi.

! Niels H. Abel, noruego, 1802.1829.
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cionea de continuidad enunciadas. Queda, pues, justificada la supo-
sicién de que « es funecidén de » y ¢ solamente.

62. Otras condiciones de contorno. Indicaremos modificaciones
del procedimiento que resultan 1tiles cuande el paralelepipedo 0 <
< & = =, 0 la barra con superficie lateral aislada, se sujeta a otras
condiciones térmicas sencillas en sus superficies lmite z =0 ¥y
z = n. En cada caso la funcidn de temperaturas ha de satisfacer la
ecuacién del calor en z y ¢ dentro del paralelepipedo.

{1 Us(r8) = kuga(2,t) 0 <x<mt>0

a. Una cara a lo temperatura u,. Si el paralelepipedo se encuen-
tra inicialmente a la temperatura cero en todo su volumen y la cara
z = 0 se conserva & esa temperatura mientras la cara z = = se con-
serva & una temperaturs constante u, cuando ¢ >> 0, entonces,

@) (0} =0, - w(mt) =1u,  u(z,0)=0.
El problema de contorno que consiste en las Ecs. (1) v (2) no esté
en la forma apropiada para la aplicacién del mitodo de separacién

de variables, porque una de las condiciones de contorno relativas a
los puntos limites no es homogénea. 8i escribimos

v(z,f) = w(zx,t) — 44(3'),_

encontramos que cuando $(z) = ugz/x (la temperatura estacionaria
en este paralelepipedo), el problema en v toma la forma

(3} vy = kg, v{0t) = v(mt) ~= 0, . v(x,0) = — dl=).

Este es un caso especial del prokl:imn resuelto en la See. 61, donde
- J{#) = — ugz/n. Obtenemos asi la f6rmula

(—1)=

n

) u(z,t) = %o [:c +2 Z exp (— n2ki) sen m:]
. ™

=]

b. Caras aisladas. El flujo calorffico & través de las caras z = 0
¥ * = = es el valor de — Ku, en esas caras, donde K es la conducti-
vidad térmica. 8i ambas caras del paralelepipede estdn aisladas y Ia
temperatura inicial es f(z), el problemsa de contorno consiste en
la Eo. (1) ¥ las condiciones '

(8) %s(0,8) = wg(md) = 0, w20} = flz@) (0 <x <)
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Por medio de una separacién de variables se’ llega al problema de
Sturm-Liouville asociado con la serie de Fourier de cosenos,

X2 + Mz) =0, X'(0)=X'(x) =0,

¥ & la eouncién T’(t) == — AET'(t). La funcién de temperaturas re-
sulta ser

(8) w(zt) = Yy, + E ap exp (— n*kt) cos na,

el

donde . -
2 * ) .
au=_f f(a:)oosﬂxdx {”?Oslr.za"')
. w Ja

¢. Una cara aislada. 8ila cara x = = estd aislada, mientras que

AR |
1
1

y0) =
;‘((;r)x} :“"‘o

DD

u=0] u(z,0)=7(x)

=1

la cara z = 0 se conserva a t-emperat.ura cero (Fig. 18), entonces
(7 u(0,8) = u,(n H=0, uwed)=fr  O<= _< ),

donde f(z) es la temperatura inicial. Por separacién de variables se
obtiene sl problema de Sturm-Liouville

X'"z) + 2 X(z) = 0, | X(0) =0, {X'(r) = 0 .

y la ecuacitn T"(t) = — )\kT(t} Los autovalores y autofunciones nor- =
malizadas de ese problema resultan ser . g
2n—1 |
® =1 gete) = Vi Gl
T

m=1,2 ...).
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Obsérvese que en este caso Ias funciones seno ortogonales no son
las usadas en la serie de Fourier de senoa para el intervalo (0,x).

Nuestra combinacién lineal generalizada de funciones del tipo X7,
escrita en términos de las funciones ¢y es

- 2 (@n—1
9  ulxt = E Cn XD [— % (2n — 1)2 kc] \/; gen, {—Tf—z-)f
a=]
que satisface la condicidn u{x,0) = f{z) si
(10) fley = e \/i sen (213;2:3 0 <z < x).

fel

La serie (10) es la serie de Fourier generalizada correspondiente a f
con respecto a lag autofunciones ¢y, si

" /3 (2n— 1)z
(11) n:f (z)Pn(z) do = —f 2 de.
¢ ofx¢() \/w of(x)sen 5

8i aceptamos que la representacién {10) es vilida, como se probéd
en referencias a la teorfa de Sturm-Liouville citads en la Seec. 32, la
férmula (9) con coefivientes ¢, definida por (11) representa una solu-
oiétn formal de nuestro problema. : _

Pero podemos de hecho establecer la representacién especial
(10} con ayuda de la serie de Fourier de senos en el intervalo
mayor (0,2x). Supongamos que la funcién dada f y su derivada f
sean casi continuas en el intervalo (0,n}, que f estd definida en
{r,2x) de modo que su grifica sea simétrica con respecto a la rec-
ta * = w; esto es

(12) flxy = f(2n — x) cuando n < & < 2r.

. Este procedimiento es sugerido por consideracién del problema de
las temperaturas en el paralelepipedo que termina en el plano z = 2r
¥ que en este plano se conserva a la temperatura cero (Fig. 16).
Cuando la distribucién inicial de temperaturas tiene la propiedad
de simetria (12}, no hay paso de flujo ealorifico a través de la see-
cién media 2 = =, de modo que la funcién de temperaturas u debe
ser la que se busque cuando 0 <.z < =. El nuevo problema es esencial-
mente el resuelto en la Sec. 61 con la diferencia de que la que ahora
ha de emplearse ¢s la serie de senos en el intervalo (0,2x) de la exten-
8idn simétrica de f. :
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Esta representacién pdr serie de senos en (0,0), donde ¢ = 2n ea

(13) f@) = by sen ”’23’ (0 < z < 2n),

donde
1 &=
by = _f f(z) sen i
%t 2

=1f"f{z)sen’_‘§da+~1f2}(2ﬂ.~—x)aen’_‘fdx.
L 2 n, )= 2

En la 4ltima integral sustitnimos £ por 2r — 2, y observando que
entonces sen (n2/2) se convierte en — (— 1)# sen (n&(2), se tiene
1
bo= 11— (— 1)7] f stersen™ d;
1

esto es,

n
(14) Bawoy = = f " £2) son {2”;_1)5 g, by = 0.
Tolo

La representacién (13} con ocoeficientes | (14) es, por tanto, valida
para la funei6n dada f en el intervalo (0,x). Es la misma que la repre-
~ sentacién (10} con los coeficientes (11},

PROBLEMAS

1. Las caras z = 0 y & = ¢ de un paralepfpedo gue se encuentra inicialmento
a las temperaturas f(x) se conservan a temperaturs cero (Comparar con ls
8ec. 61). Deducir la férmuls de temperaturas

u(z,l) = -é E e6xp (_#__ n’r:lkt) wnn—? f:f{ﬁ} sen raTm‘, .

i
M

2. Cuando la distribucion inicial do temperatures es uniforme en el paraiole.
pipedo del Prob. 1, f{z) = t, eecribir la férmula que da u{z,!} ¥ la gue da el
flujo — E us(zy,t) & través de un plano 2 =z, (0 S 2, S et >0y observar
que no paga flujo calorifico a través del planc central ¥ = a,-'2_. )

3. Bi f(z) = sen (rwxfc) en al Prob. 1, determinar u({x,f) y verificar por com-
pleto el resultado

Solucidn « = exp (—ndktjc) sen (rafe).

' En estos problemas y en loa que siguen, no se piden més que r: luciones
formales de Ioa problomas de contorno, a menos que el problema irlique que
la solucién ha de verificarse por completo. A veoea una verificacion parcial
regulta ficil y eonveniente,
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4. (a) BL en el Prob. 1, f(r) = 4 cuando 0 < = << ;¢ ¥ f(x} = 0 cuando
e < = < ¢, demostrar que .

44 =~ pem? (nw/4) ( n’n’kl) nxT
— oxpf{— —— | een
#

u(a:.:) — s
™

c* ¢

=1

(&) Dos paralelepipedos de hierro (k = 0,15 unidad o.g.s.) de 20 cm. de espesor,
uno & la temperatura 100°C y el otro r 0°C, se colocan cars a cara en perfecto
contaoto, ¥ sus caras exteriores se mantienen a 0°C. Calcular la temperaturs
en su cara comiin 10 minutes despuds de comenzar el contacto, gue debe ro-
sultar 37°C aproximadamente.

{c) Si los paralelepipedos indicades en () son ce cemento (k = 0,005 unidad
¢.g.8.) demostrar -gue seTdn necssarias cinco horas para que la carasc cmin al-
cance la temperatura de 37°C. (Obsérvese que u{x.!) depende del producto kt).

B. Lagcaragsz = 0 y = = ¢ de un paralelepipedo que se onouentra injcialments
a lag temperaturas f(x) estdn aislades. (Comparar con Sec. 626}, Deducir la
féormule de las temperaturaa

@) 1 i ninZkt nRE

u(xd)= -4 — —— | com ——,

' 2"’ + n OXP ( ¢+ ) ¢
fam]

donde

2 € NI
a,.=—f Sfix) con ~— dx =012 ...
c c

Obaérvese qua 8 f(x) = 4, conatante, entonces u{r,t) =

6. Eatablecer ol resultado del Prob. § {comparar con la Sec 81 aj.

7. Bea viz,t) la dietribucién de temperaturay en m alambre delgade con su
eje a lo largo del eje de las x. Se desprecian las variaciones de termmperatura
existentes en cada Seccidn transversal. 8o supone que en la superficie lateral

w
‘ 1 '
#[ 14
0 4 ¥ t z
o x=¢
Fra, 17

la transmisién de calor entro sl alambre y el medic ambiente so verifica segin
la ley lineal (Prob. 7, Bec. 7). 8i ol medio ambients eatéd a la temperatura cero,
se tiena

vy(x,t) = kvgplm,d) — hulel) {h conatante, h > 0).

Bi los extremos # = 0 y « = ¢ estén aislados (Fig. 17) y 1a distribucién inicial
de temperaturs es f{x), resolver el probleme de contorne para o y demostrar que

v(xzd) = e Mt ufx,t)

donde « 68 la funcidn de temperatura encontrada en el Prob. 5.

8. Utilizar la sustitucién w(x,) = e~ b v(z,t} para reducir el problema de
eontorno del Prob, 7 al del Prob. 5.

8. Bi los extremon de alambre del Prob, 7 no satén nisladog, sino mantenidos
& la temperatura cero, hallar la funcién de temperatura.,
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10, En un parelelepfpedo se genera calor de forma constante {propereional-
mente al volumen del elemento y al tiempo) en tode su volumen. 8¢ encusntrs
inicialmenta s las termnperaturss f(x) ¥ sus caras € = 0 y z = 7 s mantienen
a la temperaturs cero. Entonces la ecuacién del calor tiene la forma (3ee.T).

welw,t) = kugled) + O,

donde € es una constante positiva. Resolver el problema da contorno para ob-
tener Ja férmula de las temperaturas

Cx .
u(,t) = -2—‘-: (11:_—- xy + Z by exp (—n?kt) sen n.,

n=1
donde

2 pe[Cz
- i d:
b “f [%{ rc)—t-f[x}]senmx -

Obsérvese ademds el reaultado cuando flx} = !/, Caixx — z)fk.
11. Reaolver el siguiente problema de contorno para

wy(x,l) = tge{2d) — hu(z,t) (0 < & < m, ¢ > 0; h constante, b > 0),
u{0,8) = 0, . u(mt) = 1 (¢t > 0)!
w(x,0) = 0 {0 < & << nth

h n(—1)"
Solucidn  w(xd) = wnz /b + = e »t zm

Een T \/_

12. Emplear la superposicion de soluciones conoccidas {Secs. 81 y 62) para
esgoribir una férmula para las temperatursg en un paralelepipedo cuyss caras.
z =0y « = n 86 mantienen a temperatures ¢ ¥y u, respectivamente, y cuya
distribucién inicial de tempersturae es fiz).

13. La cara 2 = 0 de un paralelepipedo se mantiene a la ternperatura cero,
micntras que en la otra care £ = w 86 suministra o extrae calor proporcional-
ments al drea de modo que uy{m,t) = A. Biel paraielepipedo se encuentra inicial-
raente a la temperatura cero, ¥ #i la unidad de tiempo se elige de modo gne se
pueda esoribir & =: 1 deducir la férmuls de las temperaturss

84 v {—1)n {2n — 3% (2n — 1=
u{x by = Az + = E wini)_l};axp [,._ _fi_‘l__}_] sen —5_ o

exp {—n'%) sen na.

oon ayuda de la representacién por series (10, Sec. 62.
14, Bean f y f’ dos funciones casi-continuaa en un intervalo (0,e). Utilizando
el procedimiento seguide en la See. 62¢, entablecer la representacion

2 - — 1)nz (2n — 1int
f) = = ¥ gen f r&rm E o<z
c
nasl
e f por medio de las seriea de lag autofuncienes del problema de Sturm-Licuvitle

X" (@) +3X(@) =0, X(0)=0  X'{c)=0.



sio. 63] PROBLEMAS DE CONTORNO - 156

63. Un problema de Dirichlet. Sea # una funcién arménice en
el interior de un rectingulo del planc zy

(1) Unz(®y) + upley) =0 O<z<e0<y<d)
y & la que se prescribe eomo valores en el contorno (Fig. 18):
2) w0y} =0, u(a,y) =0 0<y<d),
3 wxz,0) =fz),  wlzb)=0 0 <z <a)..
Una separacién de variables conduce al problema de Sturm-Liouville
4) X'@) +2X(@) =0, X(0)= X(a) =0,
donde 2 = nia%s~% y X, = sen (mm}a), "= L2 ...,y
3" .
220 (@)
u=0 Viuwmg u=0
ENTC) x
Fis. 18

a las condiciones
(6) Y'(y) —n*rfa?Y(y) = 0,  ¥(b) = 0.
Por tanto, ¥ puede escribirse como senh [ana~1(d — y)]. La funcién

® . b— .
(6) u(zy) =¥ An senh MY on M
a 72

=]

satisface formalmente todas las condiciones (1) a (3), si

- b om
) f@) = Apsenh - gen - 0 <z < a).
fimx] @
Suponemos que f y f' son casi-continuas. Entonces la formula (7) es

In serie de Fourier de senos que representa a f en el intervalo (0.a)
~ supuesto que A, senh (nnbja} = by, donde

%“Efﬂf(x)_senﬂizdx.
aty a
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La funcién definida por la Ee. (6) con coeficientes

(8) Ay = asenh‘(n%nb—ﬁ:} f flx) sen v dz

es, por consigniente, nuestra solucién formal. El resultado puede eata-
blecerse per ¢l método empleado en la Sec. 61, Dejaremos la verifica-
ci6n de la solucién para el Cap. 10, donde también se considerars la
cuestién de unicidad.

8i en el problema y solucidn anteriores se remplaza y por la nueva
variable b — y, ¥ f por g, la condicién no-homogénea satisfecha por %
se convierte en u(x,b) = g(x). El intercambio de = e y sitia a las
condiciones no-homogéneas en los limites z = 0 6 = = a. La super-
posicién de lag ocuatro soluciones da entonees la funcién arménica
onyos valores estdn prescritos como una funcién de Ia posicién a lo
largo de todo el eontorno del rectdngulo.

En las condiciones (1) a (3) se advierte que w{x,y) representa las
temperaturas estactunarizs en una placa rectangular con caras aisla-
das cuando % = f(z) en la arista ¥ = 0 y ¥ = 0 en las otrag tres aris-
tas. La funcidén w representa también el polencial elecirostitico en el
espacio limitado por los planos z =0, 2 =4, y = 0 e y = b cnando
el espacio estd libre de cargas y los planos que forman el contorno
se conservan a potenciales dados por las condiciones (2) y (3). Si f es
continua y f(0} = f{a) = 0, u{x,y)} representan los desplazamientos
transversales estdticos en una membrana estivada en un bastidor rectan-
gular después que el lado soporte de la membrana y == 0 ha gido des-
plazado, w(®.0) = f(=). '

84, Series de Fourier qon dos variables. Designemos por z(z, y, §)
el desplazamiento transversal en el punte (x,y) ¥y momento ¢ en
uns membrana estirads en un bastidor rigido de forma cuadra-
da situado en el plano zy. Para simplificar la notecién tomemos
al origen v al punto (x,n) como extremos de una diagonal del
bastidor. 8i se deja libre a la membrana con un desplazamiento
inicial dado f(z,y), donde f es continua y se anula en el oonborno
del cuadrado, se tiene

(1) 2y = aHzoy + Zyy) O<r<rd<y<mi>0)
(2) 204 = my) = 2(z,0) = al@m ) = O,
(3) ’ z(x!y)o) = f(x!y): z;(x,y,O} =

O=sr=rml2ys )

Supongamos que fy(%,9) ¥ fy{*,y) son también continuas.
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Las funciones del tipo X ¥T satisfacen la Ee. (1) s

X'@) T8 Ty

X(z) @T() Yy

En este caso ge tiene X"'/X = — 2 e ¥"/Y = T"}{a?T) + 1, donde

es una constante; ademds, ¥''/Y = — u v /(a?T) + A = — p donde

la constante p es independiente de A. Una separacién de variables en

todas las condiciones homogéneas lleva, por tanto, a los dos proble-
. mas de Sturm-Liouville

X)) + 2 X(x) =0, X(0) = X(x) =0,
Y'y) + ully) =0, YO0 =Y(==0

¥ & las condiciones
TV0) 4 a0 + T =0,  T'(0) = 0.

;Por' congiguiente, A =m? (m=1, 2, ...), X =ugen mex, p—=n?

r=1,2, ...}, ¥ =sen ny, y T = cos (at /' m?® - »?).

La solucién formal de nuestro problema es, pues,

[:-] o
4) axyt) = Z E Amn 80 mz sen ny cos (at \/m? ¥—’F_i,§)
. t=1 n=1
i log coeficientes Ay, pueden ser determinados de modo que

K] flzgy) = 2 Z Ay sen mz sen ny

m=1 a=j

cuando 0 2= r y 0 Sy < n. Agrupando términos en esta serie
doble de senos de forma que se ponga de manifiesto el coeficiente
" total de sen mz para cada m, se puede escribir, formalmente,

(B fley) = Z (2 Apn BED ny) 8GN M.
w1 _u—-—'l

Para cada valor fijo de ¢ (0 < y < =) la Ec, {6) es la serie de Fou-
- tier de senos que representa a la funcién f(z,y) de la variable z (0 5
=z < m), supuesto que los coeficientes de sen mz sean los de la
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serie de Fourier de senos; esto ea,

< 2 ("
(7 E Apn 880 Yy — —J J(E.y) sen mE dE,

Ham]

Aqui, el segundo miembro es una sucesién de funciones Fiu(y),
m=1,2, ..., cads una de las cuales estd representada por su serie
de Fourier de senos (7) en el intervalo (0,x) si

2 =
A,,m:—f Fip(n} sen ny dy n=12...%
™ 0 .

Los coeficientes tienen, por tanto, los valores

4 im =
(8) Apa = —-f f J(E.m) sen mE sen ny dE d,.
n? o G .

La Ec. (4}, con los coeficientes definidos por la férmula (8) propor.
ciona una solucién formal a nuestro problema de la membrana.-

Como los mimeros 4/ m® + 72 no cambian por multiplos enteros de
algin nimero fijo ouando m ¥ » varian tomando valores enteros, las
funciones coseno de la formuls (4) no tienen perfodo comin con res-
pecto a la variable f, de modo gue el desplazamiente z no es, en
general, una fimcién periédica de ¢. Por consiguiente, la membrana
vibrante, en contraste con la cuerda vibrante, no produce general-
mente una nota musical, Puede, sin embargo, conseguirse que la pro-
duzea si se le da un desplazamiento inicial adecuado. Si, por ejemplo,

z{x,y,0) = A sen x sen y,
los desplazamientos (4) estdn dados pof un finico término
z{z,y,t) = A sen x sen y ¢os (a\/:j t);
y entonces z es periédica en ¢ con perfodo n4/2/a.

PROBLEMAS

i, Una ariata de una placa cuadrada con caras sisladas se conserva a una term-
peraturs uniforme w%,, y las otras tres aristas se conservan a la temperatura
cero. Sin resolver un problema de conterne, sina por superposicidn de solucio-
nea de problemas andlogos pare obtener el easo trivial en el que las cuatro
aristas se conservan a la tomperatura t,, indicar por qué la temperatura esta-
cionaria en ol eentro de ia placa dada debe ser wu /4.

2. Una placa cuadrada tiene aisladas sus caras y sus aristesz =0 y v =x
{0 < y < w). Sus arietaa ¥ = 0 @ ¥ = % ge conservan a la temnperatura cero

L]
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¥ fiz), rospectivamente. Deducir Ia siguiente férmula para las temperaturas
estacionariss

senh ny
u{zy} = Ty + Z dy po— m—r_ oA B,

donde Uy = —~f “f(:c) cos nx dx n=1012...).
T 0 .

Observar el resultado cusndo f es una conatants, f(w) = u,.
3. Determinar la funcién arménica w{x,y) en la banda semi-infinita 0 < z <
<%,y > 0tal que
w{0,5) = wimy) = 0 (y > 0),
u(2,01 = 1 O<z<n),

¥ |w{z4)] < M, donde M es nlguna constante {Esta exigencia de acotabilidad
sirve como condicién en el ausente contorno superior de la banda)

sen {2n —-L}:e

Solucid: 42 {2 1]
0 =— exp [—(2n —
uctdn  u - Pl o1

A=l
4. Conocido que el coeficiente imaginario de log (& - ¢b) ea arc tang (bja)
cuando ¢ y & son niroeros reales y gue

1
(@) log —= =12 —~—— g81=1 (|4 < 1}

eseribir z = e ¥e¥7 (y > 0} e igualar los componentes imaginarios del desa.rrollo
(@) para indicar que la respuesta al Prob, 8 puede escribirse

aon ¥

senh ¥

2
ulay) = p” aretg O<zs<ny >0

Verificar esta forma de la solucidn.

5. Deducir la férmula pars las temperaturas estacionariss u(wwy) en una
pared semi-infinita 0 < z < ¢, ¥ > 0 ai lan caras planas @ = 0y @ = ¢ estdn
aisladas y u{z,0) = f(z), donde f ¥ f* son easi-continuas (0 < z < o} y o ulz,y)
ha do estar atolada.

6. Laa cuatro caras de un prisma rectangular infinitamente largo limitado por
los plancB ® = 0, x = b, ¥ = 0 e ¥y = ¢ se mantienen & la temperatura cero. 8i

la distribueién inicial de temperaturas ea f{z,y), deducir la siguiente férmuls para
las temperaturas u(x,y,t} en ol prisma:

& m:  n? mnx ﬂ
= Z Z Bmy oxp |~-—ﬂ=kﬂ (b* + —S)] pen 5 sen __n_j_},

[
thm] n=1

4 e w mue
donde Bun = i f sen Y f Sflmy) sen —— dr dy.
el 0

7. En ol caso de que en el Prob, 6§ ses flz.y) = g(m)h{y), demostrer gue la
aerio doble gue da u se reduce al producta de dos series

HW&J]=”@HWWM



160 SERIES DE FOURIER ¥ PROBLEMAS DE CONTORNO [sEc. B85

¥ obaérvese yue ¢ ¥ w Iepresentan temperaturas en los paralelepfpedos 0 S < b
¥ 0 5 v = ¢ con sus caras & la temperatura cero y con temperaturas inicinles
¢{x} ¥ h{y) respectivamente,

8. 8iu(xt) v wiy,t) satisfacen la ecuacion del calor para un flujo unidimensio.
nal, % = kvgs, W = kwy, demcestrar por derivacién que su producto 4 = vw
satisface la ecuaciSn del calor uy = k{tizz - wyy). Utilizar este hecho pars lle.
gar & la solucion del Prob. 7.

66. Una aplicacién de las integrales de Fourier. La cara xz — 0
de un sdlido semi-infinito # = { se mantiene a lp temperatura cero
(Fig. 19). Tratemos de hallar Ias temperaturas wu(zf) en el sélido
cuando la distribucién inicial de temperaturas es f{z), suponiendo
ahora que f y f" son casi continuas en cuslquier intervalo finito v
que f estd acotado y es absolutamente integrable a lo largo del semi.
eje positivo de las z.

8i se conaidera al stlido como un caso limite de un paralelepipedo
0 = 2 < ¢ cuando ¢ auments, parece necesarie alguna condicién rela-

u=0

u(x,0)=£(x)

o)

Fia, 19

tiva & las condiciones térmicas en la cara x = ¢ de otro modo, la
temperatura en esa cara podria aumentar de una forma cualguiers
al aumentar ¢. Exigiremos que nuestra funcién  esté acotada, con-
dicién gue implica tembién que no exista fuente instantinea de
calor en la cara = = 0 en el momento § = 0. Se tiene entonces

(1 ug(f} == Eibpa(z,t) (x >0,t >0,
2) u(0,t) = 0 - t >0),

lulw,8)] < M {x =>0,¢t >0),
donde M es alguna constante, y |
3) uz,0) = f(z) (z > 0).

En general, lag oombinaciones lineales de funciones X7 no estarin
acotadas a menos que las mismas X y T lo estén. Por separacién de
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variables se obtienen las condiciones

X'y + 3 X(x) =0 (z =>0),
(4) X(0) =0, [ X{x)| < M,,
') + AT =0, T < M, (¢t >0,

donde M, y M, son constantes. Como ya se indicod en la Sec. 52, el
preblema singular de autovalores (4) tiene autovalores continuos
a» = o donde o representa a fodos los mimeros reales positivos; las
autofunciones son sen ox. En este caso, las funciones correspondien-
teg 1" = exp (— o2kt) estdn acotadas. La combinacién lineal genera-
lizada de las funciones X7 para todas las a positivas,

(5) wlx, b} =fmg{<x) exp (— ofkt) sen ax da,
o

pueden satisfacer todas las condiciones del problema de contorno si
la funcién g puede determinarse de forma que

(6) fiz) mfmg(oc) sen qx do (x >0}
o .

La representacién (8) es la formula integral de Fourier de senos (2),
Sec. 52, para nuestra funcién f si

{7) gla) = %fwf(ij sen o.§ df (o > 0).
L]

Nuestrs solucién formal es, por tanto,

2 e ® ’
(8) ufz,fi=— J exp (— o2kt) sen ax f J(€) sen ok dE do.
[ ]

e/

Podemos simpiificar estos resultados intercambiando formalmente
el orden de integracion, remplazando 2 sen u sen «f por cos x{xr — &)
—— co8 a(x -+ E}, ¥ aplicando después la férmula de integracion (Pro-
blema 12, Sec. 66)

' = ' 14 /=
(9) fo exp (— a?b) cos cr du = -é \/z exp (-— fb) & = 0).

11
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La férmula {8) se convierte entonces en

(10) u(x, t)___ j f(E) ox P[ E}B] ox [ ( + E}zl

cuando ¢ >> 0. Introduciendo nuevas variables de integracién, puede
obteners_e la siguiente forma de la Ee. (10)

1 * T4
—— r _exp (— RAf(— % 4 29 ‘\/kt) dn.
EN PN

La funcién # definida por las férmulas (10) y (11} puede establecerse
como solucién de nuestro problema exlglendo & f condiciones monos
severas, Supongamos que f es solamente casi continua en algin inter-
valo (0,&) ¥y continua y acotada cuando 2 = z,. Entonees, bagdndose
en la formula (10} puede demostrarse que w satisface la ecuacién del
calor (1) porque las funciones

1= exp [— (x -4 EP(4kt)]

satisfacen dicha ecuacién y basdndose en la formula (11) que u satis-
face las condiciones (2). De las dos formas (10) y (11) puede dedu-
cirse que w(z,t) — f{e) — 0 cuando ¢ — O para todo punto x donde f
gea continua. Los detalles de la demostracitn son tediosos 1,

Cuando flz) = 1, se deduce de la férmula (11} que

1 ° -]
(12) ”(x’”:‘&??l f g
—x[{2Y A

-]

— exp () dn |
. IV
En términos de la funcidn error

13 erf (r exp (— v?) dv,
(13) (r) = s j p(—f) dy
donde erf {ec) = 1, la férmula (12) puede escribirse

(14 _ w(x,b) = erf (

Vks)

La verificacion completa de este resultado no tiene dificultad.

1 Una verificacion similar se hace en ia pig. 35 y siguientea del libro de Cara-
law v Jaeger «Conduction of Heat in Solidss 1947,
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66. Temperaturas u(x,!) en un medio ilimitado. Como aplicacién
de la férmula integral general de Fourier, deduciremos férmulas para
las temperaturas u(z,f) en un medio que ocups todo el espacio, cuando
~ la distribucién inicial de temperaturas es f(x). Supondremos que f
cstd acotada y, por el momento, que eatisface las condicionea para
poder ser representada por su férmuls integral de Fourier., El pro-
blema de contorno consiste en une condicién de acotabilidad |u(x,t)| <
<. M y las condiciones

{1} up(z,8) = kugg(2l) (—oo < x < oot >0,
(2) w(z,0) = f(z) (— o<z < ).

Por separacion de variables se llega al problems singular de anto-
valores

X'@) +2X(@) =0, |1XE)<M (—oo<z< o),

cuyos autovalores son A = o donde o es real, y a dos autofun-
- c¢iones linealmente independientes cos ax y sen ax correspondien-
tes & los valores no nulos do «. Los valores negativos de « no
dan autofunciones adicionales, y por ello utilizaremos solo los va-
lores « = 0. ;

Nuestra combinacién lineal generalizada de funciones X7T' ge corn-
vierte en

(3) wu=l) = fmexp {(— a®kt)[A () éos ax 4- Bla) sen ox] da.
0

Los coeficientes A vy B han de determinarse de modo gque, euando
¢t =0, la integral anterior represente & f() (— oo <<z < o). Seglin
las Ees. (7) y (8) de la Sec. 50 y el Teorema de la integral de Fou-
rier (See, B1), la representacidén es vilide si

1 & 1 ®
Alg) = — J(E) cos aE dE, Blo) = — J(5) sen aF dE.
. k3 — ™ —
En consecuencia, la formula (3} se convierte en

1 : o @
4 wxi) =— f. exp {— o®kt) S(E) com a(x — E) dF du.

T o —_n

8i invertimos formalmente el orden de la integracién, puede em-
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plearse la formula de inbegrac:iéﬁ (9) de la Bec. 65 para escribir la
Ec. (4) en la forma

1 @ {w—E)¥
5 e £ — = 2 ldg (>0
© et = _wf()exp[ - ] (t >0)
Otra forma diferente de esta fé6rmuls es
1 -] .
(6) u(wd) = — | flx+ 2 Vke) exp (— ¥ dn.

Vi) a

Las formas (8) y (6) pueden ser eatablecidas, bastando para ello
suponer gue f es casi-continua en slgin intervalo limitado, |2| < ¢,
y continua y acotada en el resto del eje de las =, |z] = ¢. Cnando f
es una funcién impar, « se convierte en la funcién encontrada en la
Seccién precedente para valores positivos de x.

PROBLEMAS

1. Comprobar que Ja funcién « = erf (1;',7:/\/ ¥t satisface la ccuacién del
ealor cuando ® > 0, ¢ > 0} y las signientes condiciones

w(4+0,8) = 0 {t > 0),
ﬂ(m’+0] =1 (x = 0y,

Juled)] < 1 (x> 0,6 0, -

2, En ol caso de que f(x) = 0 cuando O < & << ¢, ¥ fle}) = 1 cuando 2 > ¢
demostrar gue la férmula {11}, Sec. 84, se reduce a

(1) 1 f(c—i—x) 1 f(c—z
wlpd) == — eI = | — — ar —m—— I,
2 2 /Rt 2 24/ kt)
Comprobar esta golucion. :
3. La cara # = 0 de un sélido semi-infinito se mantienc a une temperatura

constante #, despuds de que el sdlido = > 0 se encusntra inicialmente a la tem-
peratura cero en todo su volumen. Obtener ungz formula para las tempera-

turas u (x,¢) en el cuerpo. ) :
x .

Solucion = uy | 1 — erf | — —— .
°[ (2 \/T.::)] :

4, La cara 2 = 0 de un sélido semi-infinite # = 0 estd aislada. Si la distri-
bucién inicial de temperaturas es f{z), deducir la férmula de temperaturas

1 T —
== == i o i
() - J v e V¥t exp () i

1 ® .
2 ki — ) dn.
+7;fxm\/mf(—w b 20 4/ &) exp (—rp) diy i
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5. En el Prob. 4, 8i f(z) = 1 cvando ) < = < ¢ ¥ f(z) = 0 cuando x > ¢ de-
moetrar gue

: 1 ; ¢—x lﬂ_ o+ x
u(:r:,)-zer (2 \/ﬁ)+2e (2 ,_k‘).

6. 8ila distribucion inicial de temperaturaa f(x) en el medio ilimitadoe (Sec. 68)
es fix) = 0 (2 < 0) ¥ flz) = 1 {z > 0), demostrar que

. 1 1 %
u(x,t) == E + ‘*2' erf (m).

Verificar esta solucién dot problema de contorno.

7. Deducir la siguiente solucién de la ecuscién de las ondas y; = @%ss,
— oo < & < oo, ¢ > 0 que satisface las condiciomes (2,0} = f(x), ydx,0) = 0,
cuando — oo < ¥ < o

yla,t) = -5 f: 008 ok f-:' J(E) cos af{x — E) dE du.

.Adermds, redueir la solucién a la forma obtenide en el Ej. 2 de la Sec. 20, a sa-

ber,
Ylx,t) = o[ flz 4 ab} + flz — at)].
8. Una cuerda semi-infinite, con un extremo fijo en el origen y tensa a lo

largo del semisje positivo de las «, queda libre desde la posicidn y = f{x),
x & 0. Deducir la formula

b4 -] Law
yiz,t) = = fﬂ coa gl Gen «x fo Ji5) sen ok dE do

para sus desplazamientos transversales. 8i F (z), — oo < # < oo es la exten.
sion immpar do f, demostrar que la férmula se reduce a la forma
wat) = Y[ Fi(x + ot) + Filx — a8l

§. Determinar la funcién armdnice ¥(z,y) en lo banda semi-infinite = > 0

y
©1) V= f{x)
V=0 VV=0
-5 1';, =0 x
Fis. 20

0 <y << 1 gue satisface las condiciones de contorno (Fig, 20)

Vx(o.y) =0, Vv(x’ﬂ) =0, V(..“‘.‘,].} nf{xj’
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donde fiz) = 1 cuande 0 << 2 < } ¥ f(#) = 0 ouando % > 1, y donde F{zy)
ha de estar acotada en la banda.

Solucidn V=3f“°““°““°°“h“yda.
FLEY A o cosh o

10. 8i V{x,y) ostd acotads y es armdnica en el cuadrante & >0, ¥.> 0 y

Piz,0} = f(z} _ {z > 0},

deducir la siguiente férmula pars ¥V ouando z Z 0 e y = O

y (® 1 !
V) =2 — dE.

Cuando f(x) = 1 demostrer gue

: 2 @
Viz,y} = — arctg —
n Y

11, Cusndo un sdlido semi-infinito x Z 0, inicialmente a temperatura uni- .
forme se enfris o calienta por estar su contorno sometido a una temperatura
constante y uniforme {Beo. 65), demostrar que los tiempos necesarios para que
dos puntos interiores alcancen la misme temperatura son proporcionales a los
cuadrados de las distanociss de los puntor el plano limite.

12. Deducir la férmula de integracidn (9), Bec. 65, escribiendo primero

#(r) = f: exp (—u3h) cos ur dox =0,

¥ derivando la integral para hallar ¢’{r}. Integrar por partes la nueva integral

para demostrar quoe 2by'(r) = — ry(r) cbservando que ¥(0) = A/ ®fb, ¥ Te-
solver para y{r). .

67. Observaciones y mas ejemplos. No todas las ecuaciones entre
derivadas parciales lineales homogéneas son atacables por el método
de separacidn de variables. Las condiciones para la existencia de
soluciones particulsres V = X(z)¥(y) de la ecuscién

Vﬂ(x:y} + .(E + y}SVW(x:y) = 0:

por ejemplo, no conducen a ecuaciones diferenciales del tipo de Sturm-
Liouville ni en X nien ¥.

Aungue e] proceso de separacién se aplica a la ecuacién de Laplace
en coordenadas rectangulares, cilindricas o esféricas, a ciertas ecua-
ciones de las ondas y ecuaciones del calor que eontienen al operador
laplacianc en dichas coordenadas, y a muchas otras ecuaciones, el '
criterio general consiste en probar el procedimiento en cada ecuacidn.

a. Condiviones de conforno periddicas. El siguiente ejemplo ilus-
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trard problemas que contienen desarrollos en serie bésica de Fourier
con términos seno y coseno.

Designemos por (p,¢) lus temperaturas estasionarias en un cilindro
largo v sélido p = 1, — oo < z < oo, cuando la temperatura de la
superficie p = 1 es una funeién dada f{¢}, donde p, ¢ ¥ 2 son coorde-
nadas cilindricas. Entonces, (Sec. 9)

(1) tuyled) + eufod) + uulpd) =0  (p<l—n<g=n),
@ u(l,$) = fi$) (—m<g <)

Ademas, « y sus derivadas parciales de primer orden han de ser con-
tinuas en el interior del cilindro.

8i funciones del tipo R(p)D{¢) han de satisfacer la Ec. (1} v las
exigencias de continuidad, se tiene que '

(3) (@) +20($) =0, M—m)=D(x), D(—n)=¥(x),
) PR"(e) + pR'(p) —AR(e) =0  (0=p<1).

Los autovalores del problema (3}, cuyas condiciones de contorno
son de tipo periédico, son los mimeros A =0y A =nt(n =1,2,...),
como se vio en la Sec. 34, El sistemia {1, cos ne, sen nd} es un sistema
de las autofunciones correspondientes, ortogonal en el mtervalo
{(— m,=). :

Le Ec. (4} es del tipo de Cauchy. Cuando . = »?, su solucién gene-
ral es B=Cp"  Cpp®, cusndo A =0, R=0C, log p+ C,. Bi B
ha de ser continua en el eje p = 0, entonces C, = €3 = 0. La combi-
nacion lineal generalizada de nuestras funciones continuas R® puede
eacribirae .

B) . uleh) =g + 3,6%(2n 008 ngp + by sen n4).

n=1

que satisface la condicién de contorno (2) si @y y by, incluyendo ay,
son log coeficientes en la serie de Fourier de f en el intervalo (-— m,n)

= [ t$ycosnsig, b= [ ) sonngas

vS—

Suponemos que f satisface las condiciones en nuestro teorema .de
Fourier (Sec. 41), '
b. Series de Sturm-Liouwille. Aun en el caso de gue sea aplicada
la seperacién de variables, el procedimiento de superposicién puede
condueir a una representacién de una funcién dada en serie genera-
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lizads de Fourier. Nuestro procedimiento formal podrd entonces
incluir la suposicidn de que la representacién es vélida.

Por ejemplo, designemos por u{zt) las temperaturas en un para-
lelepipedo limitado por los planos z = 0 y £ = 1, inicialmente & las
temperaturas f{z), cuando % = 0 en la cara x = 0 y la transmisién
de calor tiene lugar en la cara z = 1 al medio circundante a tempera-
tura cero, proporcionalmente por unidad de édrea, a [u(l2) —0]
(Fig. 21). 8i & = 1 y % es una constante positiva, coeficiente de trans-
misién calorifica en la superficie, se tiene

(6)  ulad) = taalzf) (0 <z <1t >0),
M w0 =0, wl)=—hu(li), u(x0)=f).

Aqui T'(t) = — a7T'(t), y -el problema de Sturm-Liouville es
X7(x) + 2 X(@) =0, X(0)=0, »rX1)+X'1)=0.
El sistema entero de autovalores, encontrado en el Prob. 6, Sec. 34,

e

u=0] ‘u(x,0)=f(x) 0"

]

Fi1G. 21

es k = a%;, donde a, son las rajees positives de la ecuacidn tang o =
== — wfh. Las autofunciones normalizadas resultan ser

9 1,
—) S8N «ut (n=1,2 ...},

®) $nl@) = ( e

¥ la solucién formal de nuestro problema es

9) u(zt) = Y o 6xp (— an)pnl),

n=1
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donde, para que u{x,0) = f(x) cuando ¢ < z < i,

1 2h ol
(10) cx = f' J(z)pulz) dz = (4—-_) 'f f(z) sen an2 dz.
[V ] " 1]

b+ cos? oy

Hemos supuesio que nueatra funcién f estd representada por su
serie de Fourier generalizada con respecto a las autofunciones orto-
normales (8)

f@) = D enpale) 0 <2 <L o= (fba)k

Los teoremas de representacién de la teoria de Sturm-Liouville, demntos-
trados en laa referencias cifadas en la Sec. 32, muestran que la serie
converge & f(v) en todos los puntos (0 < 2 <C 1}, donde f sea conti-
nus, supuesto que f y f' sean cagi-continuas en el intervalo (0,1).

PROBLEMAS

1. Cuando flz) = 1, {0 < z <t 1) en el problema de contorno consistents en
las scuaciones (8) ¥ (7), See. 87, demostrar que .

L]
1—
u(x,t) = 24 Z 208 n exp { — oty %) 8en agar.

= talh + 008Y &a)

2. Hallar la funcién armdénica u{p,p) en el cuadrente p < 1, 0 << ¢ < Y\7
de un efroulo unidaden el planc z = O gi 4 = O en losradios ¢ = 0 ¥ ¢ = fym
vyu=fl¢g)enelarcop=1, 0 << m

4 L Ham
Solucion w== 3 o son 2ng f £(6) son 218 do.
™ 1]

=1

_ 8. Una cuerda estirada entre los puntos (0,0) y (m,0) se deja libre deade una
posicién inicial y = f{z). A su movimiento se opone la resistencia del aire
. proporcional a la velocidad en cada punto. Se elige la unidad ds tiempo de modo
que la ecusacién del movimiento tenga la forma
Yz} = Yaz(m,t) — Zhyy(z 1),

Cusndo 0 < b < 1 (kb constante), deducir la férmula

L A .
ylz,f) = e8¢ E by (oos Kot + I_f_mn K..z) BON 1
"

para los desplazamientos transversales, donde

2 =
K, = {ﬂl_. hl)lft, by = —; fof(:c) Ban nE dx.
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4. Determinar la funcidn arménica V{z,y) en la banda ¢ < ¥ < b, — oo <
<z < oc tal que V(2,0) =0y Vird) = fiz} {(~—~ o0 < & < vo), dondo f
oatd acotads y representada por eu fdrmuls integral de Fourier y V{z,y) ha de
eatar acotadsa en la banda.,

n Vg L [ Thay oo o8 a(r —
Solucién V) = — f  imiag ) ) eos als —8) dE dac

8. Una funcién arménica u{r,y) acotads en la banda semi-infinita = = 0,
0 < ¥ < 1 ha de satisfacer lag condiciones de contorno ‘

u(0,y) = 1 (V<y<ly
u,{z,u) =0, u,.(:c,l) = —ulx,1} (= > O)‘

Aceptando la validez del desarrcllo de Sturm-Liouville que aparece, deducir
la férmula
’ w
ul,y) == 2 z Sl NP OXP (- dad) COB tnd,
Fopur @a{l -+ sen? a,}

donde oy 5on Jas raices positivas de la ecuacion tg ¢ = lfea. .

8. Resolver sl siguiente problema de contorno para las temperaturas esta-
cionariag «(x,y) en una place delgade gue tiene la forma de una banda semi-in-
finita cuando la {ransmisién de calor al medio ambiente a temperatura cero
tiene lugar en las caraa de la placa

Uprlz,y) + vpyleg) —bulzg) =0 (x> 0,0<y < 1),
uz{0y) = 0 t<y < 1)
ulz,0) =0,  wx.l) = flz) (x> 0)

donde » es una constante positiva y f(z) = 1 cuando 0 <z < ¢, flr) =D
cuande @« > e,
L

0— wsenh 4/a? 4 &

7. Sea u(r,t) 1a funcién de diatribucién de temperaturasen una esferc solida,
limitada por la superficie r = ¢, donde r es la coordenads esférica y cuando el
sblido est4 iniciaslmente u la temperatura uniforme u, ¥ 1a superficie so mantiene
a la temperaturs cero. Se tiens entonces

: 2 % gen ac cos ax senh (y Va® - &)
Bolueién  u{x,y) = — f A
'r:

2
%':— = -;E?:; {ree), uiel) =0, u(r,0)=1un, ((D=r<ch

Introducir la nueva funcién incognita v(r,d) = rulrt) ¥ observar que v(0,¢) == 0
porgue « he de ger continua en el centro r = 0. Tenjende esto en cuenta, dedu-
cir la férmula

2UC nimikty 1 axr
ufrt) == e Z {—1)#+loxp (-—— - ) — gan .
x

c? nr [
Rt

8. Un cuerpo esférico de 40em de didmetroe, se encuentra todo é{, n:nicia.lment,a,
" a la temperatura de 1000C ¥ se le enfr(an manteniendo su superficie a (°C (ver
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Froblema 7). Hallar la temperatura aproximade en su centro, 10 minutos dee-
pués de comenzado el enfriamiento si el material es a} hierro, para sl que
k = 0,15 cge unidad es ¢.g.5.; (b) cemento, para el que &k = 0,005 unidades c.g.8.

Solucion  (a) 22°C; (5) 1009C.

#. El contorno r = 1 de una eafera sélida se mantiene aislado. Inicialmenta
el sélido se encuentra a las temperaturas f{r). Aceptando la validez del desa-
rrollo de Bturm-Liouville que aparese {Problema 5, Sec. 34), deduoir la siguiente
férmule pars las temperaturas en la eefera

1 L Hen Oa?
uf{r,d) =3 f E(E) dE +- E Ay oxp [ — an¥kt) ——,
o ne=i 4
donde o #on laa rafces positives de la ecuacién tg & = o ¥
2

A=

1
f , B sen o .

10. Para cualquier constante {, verificar que la funcion
vizt) = Cat—h exp [ — 23/{4%t))

satisface la ecuacién del calor cuando z > 0 y ¢ > 0. Comprobar también que
v{ + 0,t) = O cuando ¢t > 0 y que v(®, + 0) = 0 cuando z > {, ¥ que por tanto
puede sumarse v a la funcién % encontrada en la Sec. 85 para formar otras solu-
ciones do aquel problema si no ge exigiera de la funcién de temperaturas que
fuera acotada. Obsérvess, sin embargo, que ¢ no estd acotads cuando z y ¢
tienden & cero, como puede verse haciendo tender z & cero mientres § = x*



CAPITULO 8

FUNCIONES DE BESSEL Y SUS APLICACIONES

68, Ecuacién de Bessel. En los problemas de contorno que con- .
tienen la laplaciana v2u expresada en coordenadas cilindricas, el :
proceso de separacién de variables conduce frecuentemente a una
ecuacién de la forma:

a2y

1 2 v
(1) * e

dy
+o— + (WP — iy =0
dp

en la funcién y de la coordenada cilindrica ¢. En tales problemas,
como veremos en los ejemplos presentados en este capitulo, el pard.
metro A® es la constante de separacién euyos valores son los antovalo-
res asociados con la Ee. (1). El pardmetro v es un nttmero real deter-
minado por otros aspectos del problema de contorno; en la mayoria
de las ocasiones, ea cero o un enfero positivo.

Cuando se escribe en términos de 1a variable z, donde

& == Ap,
la Ee. (1) toma una forma en la gue no aparece el pardmetro x: E
' |
(2) 2y {w) + ay'(z) 4 (8 — VWylz) = 0. '[

Hsta ecuacion diferencial lineal homogénea es la ecumcidn de Bessel. |

Sus soluciones se conocen como funciones de Bessel o, a veces, como '

funciones cilindricas. ' b
Comparando la Ee. {2} con la forma normal i

¥'(@) + Ay (x) + Blayl) = 0,

‘. |
se ve que A(x) = lfx y p(x) = 1 — v¥/a?. Estos coeficientes som |
continnos excepto en el origen, que es un punto singular de la ecua- |

' 172
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cidn de Bessgel. El teorema de existencia v unicidad enunciado en la
Sec. 19 es aplicable a la ecuacién para un intervalo que no incluya al
origen. Pero para problemas decontorno en regiones interiores a
circunferencias o cilindros p = ¢ el origen # = (), correspondiente al
centro o eje ¢ = 0, es interior a la regién. El intervalo para la varia-
ble  tiene entonces comeo unc de sus extremos al origen. :

Limitaremos nuestra atencién prineipalmente a los casos v = n,
donde n = 0, 1, 2, .... En estos casos veremos que existe una solu-
cion de la ecuacion de Besscl que es analiitca para todos log valores
de #, incluyendo al origen, esto es, la solucién estd representada por
uns gerie de potencias de z, convergente para todos los valores de .
Esta golucién, que se designa por Jp(x), ¥ sus derivadas de todos los
érdenes son, por tanto, funciones continuas para todos los valores
de .

69. Funciones J, de Bessel. Tratemos de hallar una solucién de la
ecuacién de Bessel

(1) 2@ Fay'e) + @ — @) =0  (n=0,1,2...)

en la forma de una serie de potencias multiplicada por x?, donde p
sea una constante. Esto es, intentemos determinar p y los coeficien-
tes @y de modo que la funcién

(2) Yy = xP Z ! = E P s

i=0 F=Q

satisfaga la Ee. (1). Aqui, o representa el coeficiente del primer tér-
mino no nulo de la serie, de modo que a; 5 0.

Supongamos por el momento que la serie es derivable. Entonces,
sustituyendo la. funcién (2) y sus derivadas en la Eo. (1) se obtiene
la ecuacton

Z[(p +3 (10 L 1) 4 (p 4 §) + (@ — nD)]agapH = O,

i=0

6 Z [(p + §)2— nPlag? + Z axzh+E = 0,

Fiad!] k=0

La dltima suma puede eseribirse

i a; — 2uf;
i=2



174 SRRIES DE FOURIER Y PROBLEMAS DE CONTORNG  [SEC. 69
¥ la ecuacién toms la forma
@) (p—n)p-+nlay + (p—n+1)p+ntlez+

+ Qe —n 4 5)p + n + oy + agyle! = 0.

=2
La Eo. (3) es una identidad en « si el coeficiente de cada potencia
de z e anula. Esta condicién queda satisfecha si p=n 6 p = —=n
de modo que el término constante se anule y sia, =0y
(pm“+j)(P+ﬂ+J)a’+aJ—l=0 (1=2,38,...).

Elegirgmos p = n; entonces se obtiene la relacién de recurrencia

1

4 g =— Gy, =23 ...}

J(@n + 5}

que dé cada coeficiente en funcién del que e precede dos lugares en
1a serie. Obsérvese que 2% 4 § = Oen la Eo. (4). La eleccibnp = —n
no conduce a una relecién de recurrencia.

Como a, = 0, la relacién (4) exige que ay = 0, y, por tanto, que
ag = 0, etc.; de modo que

®) Oyy—y = 0 (G=12...)
Para el resto de los coeficientes la relacién de recurrencia es

-1

8) - g G=12...).
{ Y 2iim +J)“"’ 2 J )
Por consigniente, :
—1
W TR e i —n
¥y también
(— 1) 1 1

TRV IR Ty S

Continuando este proeceso a través de j — 2, y avanzando unos pasos

més, ee encuentra que

_ =1y 1 gy
o D+ —1) (4 1)2¢
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Resulta, pues, que a; es un factor coman de todos los términos de la
serie. Para simplificar la serie, elegiremos para a, el valor

1

T Sl

Entonces, nuestra férmula para los coefieientes no nulos se con-
vierte en
(—1y 1

[7) — . e e
FUn 4 gt 2ntd

(j:051927"'))

donde empleamos la convencion de qﬁe o =1
La solucién propuesta {2) de la ecuacién de Bessel puede ahora
escribirse, segin la férmula (5) y (7)

¥ = Jul(z)
donde Jy €3 la funcién de Bessel de primera clase o especie de orden n,

6 {ndice n, definida por la ecuacién

2, (— 1Y [a\m+y
® Jale) =2, +a‘)t(§)
B o I 2 xd

Tomt] ' T P+ 1) T 202im 4 1) 1 2)

-]

(n=0,1,2 .. .}

_]

La serie de potencias (8) es absolutamente convergente para todas
lag x (~ oo < & <Z oo}, segun el criterio del cociente. Por fanto, es
derivable respecto a  cualquier niimero de veces. Como sns eoeficien-
tes satisfacen la relacién de recurrencia necesaria para que su suma
satisfaga la ecuacién de Bessel cuando la serie es derivable, se tiene
que ¥y = Jy(x) es8 una solucién de esa ecuacion.

Teorema 1. Para todos los valores de x, la funcidn analitica Ju(x)
es una solucidn particular de la ecuacidn de Bessel (1).

Siendo homogénea la ecuacién de Bessel, la funcion CJx{z), donde
C es cualquier eonstante, ea también una solucién.

Se comprueba en la férmnla {8) que

(9) Jul—x) = (— I)*Ja{x);

e deeir, J; es una funcién par si » = 0, 2, 4, ..., pero es Impar sj
n=123235, ...
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Obsérvese que la serie, representacién de J,

(10 Jolz) = 1 + a4 =
) o®) =100 ¥ a7 Fagzn

tiene algiin pareeido con la serie de potencias de cos x. También existe
alguns semejanze entre las series de potencias gue representan a las
funciones impares J,(x) y sen . Las semejanzas entre lag propiedades
de esas funciones incluyen, como veremos, la férmula de derivacion
J'a®) = — jy(x), correspondiente a la férmula pars la derivada de
cog z. Lag gréficas de J, y J; 8e mostrardn en la Sec. 75.

70. Algunas ofras funciones de Bessel. Por medio de varios méto-
dos de naturaleza bastante elemental, pueden obtenerse funciones
linealmente independientes de J,, que satisfacen la ecuacién de Bessel

) a"(@) + 2y’ (@) + (2 — ndy(z) = 0 m=012 ...)

El punto singular 2 = 0 de le Eec. (1) pertenece a la clase conocida
como puntos singulares regulares. El procedimiento de las series de
potencias extendido de forma que dé soluciones generales cerca de los
puntos singulares regulares, es aplicable a la scuacién de Bessel 1.
Proporciona la solueibn y = ¥u{x), donde Yy, funcidn de Bessel de
segunde clase o especie, estéd representada por la suma de Ju(x) log =
¥ una serie de potencias que converge para todos loz valores de .
En partieular, eunando = >0,

it 1
(2) Yylx)=Jolx) logz + - -—ér‘ﬂ(l + E) +

xﬁ

+ 224’6‘( + - + )

Al no estar acotads ¥, y estarlo J, cuando x — 0, es claro que ¥,

no es el producto de una constante por Jy; esto es, ¥y y Jy son solu-

ciones linealmente independientes de la ecuacién de Bessel. 8i A y B

son constantes arbitrarias, la solucién general de la ecuacién es, por
congiguiente,

(3) ¥ = AJy(z) 4- BYy(x) n=0,1,2,...;2>0).

I El proeedimiento estd explicado en E. D. Rainville «Elomentary Differen-
tial Equationss, 2.» ed. vap. 19, 1958, El método depende de la naturaleza de .
las raices de in ecuacion de indices, la condicién del exponents p. Para la ecua-
cion de Bessal y la ecuacién de indices es p* — n? = 0, como puede verse cb-
servando le ocuacidon (3), Sec. 6.
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Una integracién por partes muestra que la funcidn gamma

4) I(v) = f e~Hr-ldt ' (v>0)

o -
tiene la propiedad factorial
(5} D(v + 1) = vI'{v)

cuando v > 0. Se asigna esta propiedad a la funcién cuando v < O
de modo gue I'(v) =TI{v + l)fv énando — 1 << v << 0 o cuando
— 2 < v << —1, ste.; so tiene asl que el par de condiciones (4) y
(6) definen I['(v) para todos los valores de v excepto v=10, —1,
—2, ... De la Ec. (4) se obtiene el valor I'{l) = 1; puede tam-
bién demostrarse que I' es continua cuando v >>0. Se sigue en-
tonces de la propiedad (5) que I'(+ 0) = e ¥ en consecuencia que
[T'{v)| se hace infinita cuando v-—»-—-—n (=1, 2, ...},

Cuando v=2, 3, ... I'(v) se reduce a un factorial, conoretamente -

(6) . T(n 4 1) = nl mn=12...)
Las demostraciones de la propiedad (8) y de la propiedad de que

Ty =V'x

quedan para los problemas.
Congideremos ahora la ecuacidn de Besael

{7) 2y () + 2y'(z) + (@ — Vylx) =0

en la que v es cualguier niimero real. El procedimiento utilizado en
Ia Sec. 69 puede modificarse, emplesndo la propiedad factorial de la
funcién gamma, pars deducir la solucién

y= J,(z),'
donde J, es la funcién de Bessel de primera especie de indice v:

o

(—1y (:: 3
8 Ty =S —— " {2y
®) ) Ejlr(v+j+1) 2)

En el easo de que v sea un entero negativo, aquellos términos para Ios
cusles el argumento (v + j + 1) de I’ tenga valores cero o enteros
negativos han de hacerse desaparecer de la serie. La comprobacién
de cue J, aatisface a la Ec. (7), no es diffeil. Obsérvese que nnestra

1z
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definicién (8), Sec. 89, de J, es un oaso especial de la definicidn ante-
rior de J.,

La serie (8) es un producto de @’ por una serie de potencias de
que oonverge para todas las 2. Asf, cuando v = | =, donden = 0, 1,
2, ..., entonces J,, o alguna de sus derivadas, no existen cuando
2 = (. Cuando v no tiene ninguno de los valores 4 =, una de las dos
funciones J, & J_, no estd acotada cuando £ — 0 y la otra tiende a
cero cuando x — 0. Por tanto, J, y J.., son funciones linealmente
independientes, y la solucién general de la scuacién de Bessel (7)
puede escribirse

() y = AJ(x) + BJ_(z) (v£0, £ 1, + 2, ...)

Se deja para los problemas la demostracién de que Jy ¥ J.p son
linealmente dependientes porque

(10) Jalw) = (— 1)*Ju(2) (n=12...)
71. Férmulas de derivacién y recurrencia. Por ser
e, (z) = -1— —(T—Bi— ( )” n=29012 ...),

= Jin 45
resulta que

~ 12 G(— 1) ( )-:-1
L @) = —8 LT
[” @l Zm— i(n + )

-]

R EALE ST Gk il £4 Tude

—F (2) gk!(n+k+1)l(2)
o ® (— 1% - g \ni1iok

- Ekl(n+l+k}l( )

d
(1) ™ [z tu(x)] = — 27Ty 1q(2) n=012...).

Esto es

Como caso especial ge tiene la férmula
(@) Jo(z) = — Jy(=).

Andlogamente, partiendo de la serie potencial que representa
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a"J4(x) se puede demoatrar que
(3) :; [z ()] = arTz—s(z) r=12...).

Las férmulas (1) y (3) pueden escribirse

2 5(T) — ndy(x) = — 2Ses1(2),
','(I) + "‘Jl(z) = #J.-.;[(S),

¥y por eliminacién de J'x(x) de esas ecuaciones se encuentra que
(4) xJ,..,.;(a:) = 211",(3) —me,_l(z) (n= 1,2,.. )

Esta férmula de recurrencia express Jy41 en términos de laa funcio-
nes Jy ¥ Jo—1 de indice més bajo.
De la férmula (3} se obtiene la férmula de integracién

{5) f ’ T y_y1(2) dz = (1) (r=12...).

Un caso importante es

(6) f " adolz) dz = rJy(r).
1]

Las férmulas (1), (3} ¥ (4) son vélidas cuando se remplaza = por
el pardmetro no restringido v. Las modificaciones para la deduccién
de las férmulas consisten simplemente en poner I'{v + 7 + 1) é {v + 3)
(v + j) en lugar de (» + 5)!

PROBLEMAS
1. Demosirar que

J0) =L J,(0) =0 si n=12...

2. Obtenser la férmula (3} See. 71.
3. Establecer la férmula de derivacién

A (z) = (0 —n — 2N (2) + 2, () n=012..)
4. Partiendo de la serie que representa a J, demostrar que

i () = E }:"(n_l-ﬁ)T (_})"” (n=012...).
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La funeion Jo{z) = i nJu{iz) es la funcidn de Bessel modificada de primera es-
pecie. Demoatrar gue la serie converge para todas las x; demostrar también
que In(z) > 0 cusndo z > 0, que I4( —a) = {— 1)"L;(x), ¥ que puesto que
Jrlx) satisface la ecuacidén de Bessel, [, satisface la ecuacién modificada

B0 (8) -+ EFplt) — (8% 4+ nNI,() = 0.

5. {a} Deducir la propiedad factorial I'(v 4 1) = vI['(v} de la funcién gamme
donde v > 0. (4) Demostrar que I'{l1)=1 y que I'(n 4+ 1} = n! cuando
n=12...

8. Demostrar que

T =2 [ estds = V7 erf (00) = V7

7. Partiendo de la definicién (8), Sec. 70, de J., demostrar que

1,
Ren x.

23\ 2
ey Joy(w) = (—) €o8 &; (6) Jyfzy = (—)
™ T

8. Utilizar la férmula (8}, See, 70, recordando gue log términos en los que
v + 7 + 1 tenga un valor cero ¢ enterc megativo, han de hacerse desaparecer
de la serie, para demostrar gue

T_a(z) = {~ 1)9Ju(x) (n=12..%

¥ de agui, que lag funcionea J, ¥y J_., son linealmente dependientea,

9. Verificar que la funcién J, definida por la férmula (8), See, 70, satisface
la ecuacién de Bessel de indice v,

19. Deducir la férmule de derivacién

d
s [zed ()] = 20T, (x) {v no restringida).
£

72. Formas integrales de J,. Consideremos dos series de poten-
cias absolutamente convergentes de sumas «(r) v B(z):

(1 Y apzt =afz), 3 bk = pla)
’ k=0

k=

Entonces, el productn de Cauchy de las dos series converge absoluta.
mente, ¥ su suma es el producto de sus sumasa'l, es decir,

2) Z tmx™ = a{z)p(z), donde cp = Z apbmx.

LT k=0

Con objeto de asociar los coeficientes ¢; con los coeficientes (— 1)
[3l(n + 22! de la serie de potencias que representa a J,(x) hare-
e

! Kaplan, W., tAdvanced Calenlus» p. 334, 1852,
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mos también depender a « y p de pardmetros 6 ¥y n (n =1, 2, ...}
como signe:

{3) w(x,8) = exp {1/gixel), B(w,0) = exp (}/uiwe—t")ain?,

Entonces, de la representacién de exp 2z en potencias de z absoluta.
mente convergentes para todos los valores complejos de 2 se deduce
que los coeficientes de a¥ en la serie {1} son

i* ik [ i fin—k
4 B _— ', g} = ~———— gfin— n’
4) ax(9) 2571 © (0} T
N o
T1bhinu = ——
y s esol 08 B oy

los coeficientes del producto de Cauchy se convierten en

(5)  eld) = 2 ApetFiedy_gettn—mikiy
k=0
- Z Ay et 2b-mEm)t
_ k=0
Como j“awﬁ=m sip=41, 42 ...,
—r =2x 8ip=0,

la integral de — = & n de exp [¢(2k — m + n)6] se anula a menos
que 2k = m — n. Pero en la férmula (5), 2k puede ser igual a m — n
golo en el caso de que m — n sea cero o un entero positive par; esto
es, sim—mn=2j(j=0,1, 2, ...), esto incluye la condicién de que
m Z n. En este caso, & = j puesto que 2k = m — n = 2j; ademés,
m—k=2f4+n—j=mn+jy de acuverde con la férmula {5},

(8) " Cnsas(0) 48 = Ondydy g (G=0,1,2 ...
pero o
M " em(6)d0 =0 sim ok 2.

—_—

Ahora bien, la serie en la representacién

> eml(®)am = «(2,9)8(,9)
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e8 uniformemente convergente con respecto a 6 a lo largo dei inter-
valo {(— x,x). Para demoatrar eato, observemos que, de acuerdo oon
la Ee. (5),

lem(B)em} = [z 3 (Gl dm-al.

Los ndmeros representados por el segundo miembro son indepen-
dientes de 8. Son los términos del producte de Cauchy de dos seriea
convergentes de términos positivos, a saber, las series de valores
absolutoa de los términos de las series de representacién de potencias
de a(x,0} y B(x,0), seriea que son absolutamente convergentes. El ori-
terio de Weierstrass, por tanto, es aplicable para demostrar la con-
vergencia uniforme con respecto a 8. Por consiguiente, la integracitn
de la serie queda justificada y, seglin las férmulas (6) y (7}, podemos
escribir

f " ez 0z de = 3 om " oml8) 48 = 2n 3 dpi 2.

=i} J=0

Como d; = ¥#/(j127), la tltima serie se convierte en

A N
n — - = 8Jy(x}.
“Sierails) -

f=0

Tenemos asi s representacién integral

Jolz) = L a(z,0) B(z,0) d6
: o&x ).

que, de acuerdo con las definiciones (3) de « y B se convierte en

®) J.(z)=£2—-—” " exp (iz 008 B)etdd (8 =0,1,2, ...).
¥ ]

Ahora bien, + = exp (ix/2). Por tanto,

AL I oxp (ix cos 9) exp [in(ﬁ—-—f)] de.
2 _ 2

Entonces, sustituyendo 1f, = — 9 por ¢, y observando que el in-
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tegrando es periédico en 8 y ¢ con periodo 2= se encuentra que

9 Julz) = El-— ' exp [i{x sen ¢ — ne)] dob.

-_—n

La parte imaginaria de esta integral se anula, desde luego, ya que
Ja(x) es real cuando x ea real. Por consiguiente,

Jalz) = — " oos (x aen¢ — n¢h) dp.

)

o teniendo en cuents gue el integrando anterior es una funcién par
de ¢,

(10) Jalz) = I_J”"m (n¢g —zxeeng)dd (=012 ...)
Telo
Esta es la forma inlegral de Bessel de Jy.

78. Consecuencias de la forma integral de Bessel. De la represen-
tacidn integral

m J..(z)=1f'oos (np—zong)dp (=012 ...)
T /o
obtenida anteriormente, results que
J'ulz) = lf "sen (e — x sen ¢) sen ¢ dep.
T 0

y asi, sucesivamente, para J''y(z) y las derivadas de orden superior.
Como el valor absoluto del integrando de cada una de las integrales
no excede de la unidad, pueden deducirse de la forma integral de Bes-
sel (1) las siguientes propiedades de acolabilidad.

(@) a@)] <1, ’%J..(z) <1

(_ oo < X < °°,k=1s2: “')‘
El integrando de la férmula (1} puede escribirse

cos (nd — x sen &) = fu(z, ) + gulz,$),
donde

Jalz.) = cos ng cos (x sen ¢b), gal®,¢) = sen ngh gen (x sen ¢).
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| Para cada valor fijo de x, 1as gréficas de /s y gy tienen las siguientes
propiedades de simetria con respecto a la rectad = 1/, =

Jalz,x — @) = (— 1)%fu(x,4),
gul2,™ _¢) =—(— 1}”Qu($:‘ﬁ)—

Se tiene, por tanto, que

ff.,, -2f fon i f.,.dqb 0

¥ como consecuencin

{3)

4) Jaglx) = 1 fﬂ co8 2n¢ cos (z sen ¢) deb
R Y

=_2_ .nﬂoos2n¢oos(xaen¢)d¢ (n=2012 ...}

LN

Anﬂogamente, ouando n =1, 2, ... se ve que

O Vaperls) = f sen J(2n — 1)¢] sen (& sen ) dgp =

- fj sen [(2n — 1] sen (z sen ) d.
1]
Como oaso especial de la férmula {4) se cbserva que
L35 ]

2 [t 2
(6 .J,,(a:)=—1;f ms(zaen¢]d¢=: cos {z cos 08) d8,

a

- Para oada valor fijo de x el teorema de Riemann-Lebesgue (Lema 1,
Sec. 40) se aplica o las integrales de las férmulas (4) y (5) para demos-
trar que Ju,(z) ¥ Jyu—,(2) tienden a cero sl aumentar n. Es decir,

(7) Hm Jalz) = 0 n=012 ...)

Otra propiedad atin mds importante es que, para cada valor fijo de n,
(8) lim Ju(z) = 0 fn=01,2 ...)
Py

Para indicar un sistema de demostrarlo, consideremos el caso aépe-
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cial » = 0. Bustituyendo sen ¢ por ¢ en la férmula (8), se obtiene

n:J ¢ o008 i & 1 cos af it
2= ) =t ), a—mn

donde 0 < ¢ <¢ 1. La segunda integral es impropia, pers uniforme-
mente convergente con respecto a z. Correspondiendo a eualquier
niimero positivo e, el valor absoluto de esa integral puede hacerse
menor que f; ¢ uniformemente para todas las 2, eligiendo ¢ de modo
gque 1 — ¢ sea suficientemente pequefio y positivo. El teorema de
Riemann-Lebesgue se aplica entoncés a la primera integral, con ese
valor de ¢. Es decir, sxiste un nimero z, tal que el valor absoluto de 1a
primera integral es menor que 1/, & siempre que x > x,. Por tanto,

—g [pla)] << e cuando x > .,

lo que prueba la propiedad (8) cuando % = . La demostracidn para
loa otros casos se deja para resolver en los problemas.

PROBLEMAS )
1. Emplear laa férmulas integrales de J, para verificar que (a) Jo{0) = 1;

(8) Ju{0) = O cuando » = 1, 2, ...; {e) J'y {&} —J (=}
2. Deoducir de la férmula (4) que, cuandon = 0,1, 2, ...

9 =2
Jonlt) = {— 1)1 — f cod (2n0) cos (= coa 0} d8.
T 0
8. Dedueir de la térmula {5) que, cuando n = 1, 2, ...
2 =ja
Fogeg{®) =— (— 1) — f cos [{2n — 1)8] gen {z cos 0) dB.
" 0

4. Completar la demostracién de la propiedad (8}
lim Ju{z} = 0 rn=0,12,...}

F+ 0

5. Verificar directemente de la representacion

1 T
Jolx) = ;:_ fo 008 (x sen ¢} déb

que Ju(x) satisface la ecuacién de Bessel en la que n = O,
6. Partiendo de las representaciones integrales de J, demostrar que

Bm ndy (@) = 0 n=012...)

B0

*para cada valor {ije de x. {Ver Prob. 4. Sec. 48).



186 SERIES DE FOURIER Y PROBLFMAS DE CONTORNO  [SEC. 74

7. Cusndo n = 1, 2, ... demostrar que

ftl sen (2nd) sen (:r: sen. §) dp = .

Entonces con ayude de Ia férmula (5) y de nueatro teorema de Fourier demoa.
trar que, para todoa los valores reeles de z y 8,

]
aen (r sen ) = 2 Z o pn_o{®) sEN {202 — 1)6.

feal

8. Demostrar que, cuande n = 1,2, ...

f Ecoa [{2n — 1)¢] cos (z sen ) dgg = 0.
o

Entonocses con la ayuda de la férmula {4} 3 de nueatro tecrema de Fourier de-
mostrar gue para todos Tos valores reales de » y 8,

cos (@ een 0 = Jo(x) -+ 2 Z J g (x) con 2n0,

n=1

74, Los ceros de J,(x). La forma integral

™ of
— Jolx) = f ’ cos (z sen &) de
2 0

se¢ convierte después de la sustitucidon ¢ = x sen ¢ en

(1) :_:Jo(x)z ,- o8t {(x > 0).

2_#2

Basdndonos en el aomporta.mieuto del integrando, demostraremos
que ests integral impropis camvergente tiene el valor cero para una
sucesién infinita de valores de z positivos,

Designemos por ¢ a los miiltiplos impares de =/2,

c;;=k1c+—; (=0,1,2 ...)

v consideremos la integral cuande = cg. Su integrando

cos £ 0 <t
(2) Jt(‘) (ot — s 0=t <cp)

tiene el limite cero cuando ¢ — ¢x. Como definicién, consideraremos
que yx(cx) es cero; entonces, ¥ es una funcién continua de ¢ a lo largo
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del intervalo de integracion 0 = ¢ < ¢z. Obsérvese que y, estd definido
solamente en el intervalo 0 < ¢ < =2, y, enel intervalo 0 = ¢ = 3x/2,
etodtera.

Ahora bien, yx(f) > Oenelintervalo0 <t < 2f2(k=0,1,2,...},
ya que alli cos ¢ >> 0. Andlogamente, se ve que ¥, %, ... fienen
valores negativos a lo largo del intervalo =2 <t << 3n/2, que y,,
Ya ... tienen valores positivos a lo largo del signiente intervalo de
longltud 7, ¥ asi sucesivamente.

Para un entero fijo positivo k, designaremos por K, el 4rea bajo
la grifica de y(t) a lo largo del intervalo (0, 1/, «), que ea ol intervalo
0<t<epy designaremos con el ndmero positive Kj el drea limi-
tada por el eje de las ¢, la grafica y las lneas ¢ = c,-i ¥ ¢ = ¢;, donde
j=1,2, ... k Entonces,

ik
(3} 1—;%(0;) = f yi(t)dt = Ky — K, - Kg—+++ + {— 1)} K;.
v/ 0

Al ser fijo ¢ el valor de {c;? — ¥ disminuye cuando ¢ aumenta
acerodndose a cx. Pero |oos ¢| es periédico de periodo =. De ello se
gigue que |yx(f)] eumenta cuando ¢ aumenta en = y, por tanto, que
el 4rea ky satisface lad designaldades K, < K, < ... << K. Bi kes un
entero impar, entonces

*;Ju(ck) = — (K, — Ko) — (Ky— Ky)
— e (K K < 0

pero si k es par,
™
5 Jolox) = Ko+ (Ky— K + -+ + (Kg — Kgy) > 0.

La funcién oontinua jp(x) toma, por tante, valores positivos en los
puntos alternos & == ,m, # = 2x 4 ;= ... del conjunto infinito de
puntos 2 = K= 4 Yf;x (=0, 1, 2,...) v valores negativos en los
demés puntos de ese conjunto. En conseouencia, existe al menos
un punto i en cada intervalo entre puntos consecutivos de ese
conjunto

(k+—;)n<xg< (:H-%)n (k=012 ...),

tal que Jolxp) = 0.

Ahors bien, como J, es una funcién analitica de z que no es idénti-
camente cero, podrd tener como méximo un némero finito de ceros
en cualquier intervalo acotado. Por tanto, las raices positivas de la
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ecuncién Jo(r) = O consisien en un conjundo infinito de nibmeros xp,
{m=1, 2, ...) tales que 2y = oo cuande m — oco.

La Tab. 1 da los valores, con cuatro cifras significativas exactas,
de log cineo primeros ceros de Ju(x) y los valores correspondientes
de J,(z). En los libros citados en la Bibliografia ! se encuentran exten-
sas tablas de valores numéricos de las funciones de Beasel y sus ceros.

Tapra 1. Jylee) =0

m 1 \ 2 3 4 5
Zm 2,405 5,520 8,664 11,79 14,93
Fi{Zm) 0,5191 —0,3403 0,2718 —0,2325 0,2065
]

75, Ceros de ofras funciones. Si para algin par de nimeros posi-
tivos b y ¢ se verifica que Ju(b) == 0 y Jaulc) = 0, 68 entonces a—"Jy(x)
también cero cusndo z == b vy cuando ¥ = ¢. Teniendo en cuenta el
teorema de Rolle se deduce que la derivada de z—#Jg{z) se anula
pars al menos un valor de x entre b ¥ ¢. Pero como (S8ec. 71),

;; [2=nn(@)] = — 2Py} (n=0,1,2 ...%

hay al menos un cero de J,.,(z) entre dos ceros positivos de Jy(x).
Como antes, puede tener a lo més un ndmero finito de ceros en cual-
quier intervalo acofado porque es una funcién analitica para todos
los valores de z. _

Hemos demostrado que los ceros positivos de Jy(z) constituyen una
sucesién de nimeros infinita no-acotada. Resulta ahora que los ceros
de Ji{z) deben formar un conjunto semejante, gue lo mismo es cierto
de J,(x), ete. Esto es, para cada entero positivo fijo n el conjunto
de todas las rafces positivag de la ecuacién Ju{x) = 0 es una auce-
sién infinite x = aup (k= 1, 2, ...), donde xyx — oo cuando & —+ oo,

La Fig. 22 muestra las grificas de Jy(z) y Jy{=).

La funcidén y = Jy(x) satisface la ecuacién de Bessel, ecuacidn
diferencial lineal homogénea de segundo orden con el origen como
punto singular. Segin el teorema de unicidad (Sec. 18}, existe solo
una solucién que eatisface las condiciones y(c) = ¥'(c) = O donde
¢ > (); esta soluecién es idénticamente nula. En consecuencia, no existe
ningin nimero positivo ¢ tal que Ju(c) = JSu{c) = 0. Esto es, J'y(x)
no puede anularse en un cero positivo de Ju(x); es decir, Jy(r) debe
cambiar su signo en ese punto.

! Ver los textos de Johnks y otros, Gray y otras, y Watson.
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Designemos por b ¥ ¢ (0 << b << ¢} dos ceros congecutivos de Jy(x).
Si J'p(b) =0, entonces Ju{r} >0 cuando b <<z <c¢c y Julz) ea
decreciente en su cero ¢; esto es, J'y(c) < 0. Andlogamente, 8i J'5(b) <
<2 0, entonces J'y(c) = 0 de forma que los valores de J'; cambian de
signo en los ceros positivos consecutivos de Jy.

Consideremos ahora la ecuacitn

(1) hulz) -+ 2J'n(z) = O,
donde A es real y constante. Si & ¥ ¢ son ceros positivos consecutivos

de Ja{z), la funcién hJy(x) 4 @J'n(x) tiene los valores bJ'q(b} ¥ of's(e)
en los puntos # = b y z = ¢, respectivamente. Como uno de esos

¥
1,0 Y =do(%)
051 ) y=di()
L 1 ] A t 1 L 1 -~
osl
Fia. 22

valores es positivo y el otro negativo, esa funcidn se anuls en algiin
punto, ¢ en algin ndmero finito de puntos, entre & y ¢. La Fe. (1)
tiene, por tanto, una sicesion infinita de raices positivas. Reunire-
mos nuestros resultados principales como sigue.

Teorema 2. Para cada valor fijode n (n =0, 1, 2, ...) el con-
junto de todas las ralces positivas de la ecuacidn

@) ' Jul@) =0

consiste en ung sucesidn infinitex = a; (=1,2, ...) el que 73— o
cuando § — oo, ademds, el conjunto de todas las raices posttivas de la
. Ee. (1), donde h es una constante, incluyendo el cero, es siempre une
sucesién de ese lipo.

Puede verse que # == 0 es una raiz tanto de 1a Eoc. (1) como de la {2) si
. mes un entero positivo, Es también una raiz de la ecuacién J'g{zx) = 0.
Cuando = b es una rafz de la Ee. (2}, # = — b es asimismo
" una rafz, ya que Ju(— b) = (— 1)»J,(5). Esto es igualmente cierto
para la He. (1}, porque con ayudsa de la férmula (Sec. 71)

ad 'y (w) = ppla) — 2J n+1($)



190 SERIES DX FOURIER Y PROBLEMAS DE CONTORNO  [sEC. 76

la Ee. (1) puede escribirse

) (h + n)Ju(x) — 2dysy(2) = 0.
76. Sistemas oriogonales de funciones de Bessel. La ecuacién de
Bessel
dty . dy ey _
t*Et;+tE‘—+(t’——*n‘}y—0 (n=190,1,2,...)

tiene l1a solucién particular y = Jy(t). Como se indicd en la Seoc. 68,
empleando notacién diferente, en términos de las varisbles ¢ y X,
donde ¢t = Az e y(f) = X{x), la ecuacién toms la forma

' 22X (x) + 2X'(2) 4 (&2 — aH)X(x) = 0.
La forma auto-adjunta de esta ecuacidn es '

1) @X') + (1%—3";) X =0,
x

¥ X{z) = Jul{dx) es una solucién particular.

Para cada valor fijoden (n =0, 1, 2, ...), la Ec. {1) es un caso
particular de la ecuacién de Sturm-Liouville (4), Sec. 32, con el para-
metro autovalor egcrito 2% en lugar de ). En este caso especial #(z) =
= p{z) = & y q{x) = — n*lz.

Consideremos el problema singular de Sturm-Liouville, en un inter-
valo (0,e) consistente en Ia Ec. (1), una condicién de contorno

(2) BX(0) + bX'(e) = 0,

¥ la exigencia de que X y X’ sean continuas a lo large del intervalo
cerrado 0 < 2 =< ¢. Las constantes B; y &, son reales. El extremo
2= 0 e el punto singular de la ecuacién diferencial, ademds, ¢ es
alll discontinua a menos que n = 0.

Este problema tiene una sucesién infinita de autovalores reales
para 3, como ahora demostraremos. La solucién de la Eo. (1) que
satisface las exigenciaa de continuidad dichas es, aparte de un factor
eongtante arbitravio, X = Ju(2x).

Acordemos que el simbolo J'u(3x) representa la dersvada Jy cow
respecio al argumenio de Jy:

d
Ja(de) = ti(_);z:_) Jp(rx),

Entonees, dfdz[Jy(3x)] = 2J'5(3x) ¥ la condicién (2) se convierte en
(3) Buu(3e) 4 BT 'a(00) = 0.
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En el importante caso especial by = 0 la condicién es
{4) Jn(rc) =

Cuando b 5= 0, 88 pueden multiplicar los dos miembros de (3) por
e/by 1o que da

(5) hlu(ic) 1 Aed’u(rec) = 0.

Hemos de'nostrado en la Seccién precedente que existen sucesio-
nes infinitas de valores positivos de Ac que satisfacen lag Ecs. (4) v (5).
8i designamos cada sucesién por z; (j =1, 2, ...) sin olvidarnos de
que los mimeros x; dependen de los valores de n, b, y by, se tiene que 2
es un autovalor & Ae = xy; esto es,

(6) M= (i=12...)

son autovalores reales. Las autofunciones correspondientes son
(7) K@) = Julvm) (G=12...)

Cada rafz negativa % = — iy de las Eca. (4) 6 (8) da la misma
autofuncién, aparte del factor {— I)*, que la rafz positiva correspon-
diente ;.

Cuando n =1, 2, ..., el cero no es un autovalor porque Jy{iz} es
idénticamente nula si X = 0. 8i # = 0, entonces A = 0 no es una, golu-
cién de la Ec. (4), ni tampoco lo es de la {5), & menos que también
sea A = 0.

Cuando n = & = 0, la Ec. (8) puede escribirse J'¢{xc) = 0 6 J1{xe) =
= 0, y la antofuncién correspondiente a la rafz x = 0 es J(0); esto
£8

Xz =1 cuando 2 =0 (n="Fh=20)

Este es el dnico caso en el que h = 0 es un autovalor.

Segtin se deduce de Ia serie de potencias que representan a Jy la
funcién s-#J(ix) tiene solamente valores reales positivos ouando
z >0 (Prob. 4, Sec. 71). Por tanto, la Ec. {4) carece de raices imagi-
narias puras A = ip {p real).

Desde ahora en adelanie supondremos que b = 0 en la Ee, (6}, como
generalmente oowrre en las aplicaciones, Como esa ecuacién puede
escribirse en la forma (3), See. 75,

®) o 00— A =0 (B2 0)
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y como k 4 n = 0, la serie de potencias que representan Jy ¥ Juuy
muestra gue la ecusacidn carece de raices imaginarisg puras i.

Resulta, pues, que el problema de autovalores consistente en las
Ece. (1) ¥ (2), donde hb, = 0, carece de autovalores imaginarios
pures A, '

Los casos (a) de log teoremas 3 y 4, Sec. 33, dan las condiciones
para que nuestro problems gingular de Sturm.Liouville posea auto-
funciones ortogonales y autovalores reales 2% Obsérvese gue las
demostraciones de los teoremas no dependen de la continuidad de
g{x) en el extremo x = a (@ == 0 en nuestro oaso especial) cuando X
y X’ sean continuas en el intervalo cerrado. Esta continuidad requiere
que se emplee la solucidn X = J,(xz) de la Eec. {1), aun en el caso
de gque X sea compleja, ya que ¥,(ix) tiene el mismo tipo de discon-
tinuidad que log »x en x = 0, mientras que la convergencia de la
gerie de potencian para Ju{kx) y J's(ax) asegura la continuidad de
esas funciones para todos los valores de ax.

De acuerdo con el Teorema 4, Sec. 33, todos los autovalores de A3
son reales. Hemos visto que la propia » no puede ser imaginaria pura;
por tanto, Ios autovalores de A son todos reales, Y esos valores rea-
les estdn todos representados por los niimeros 5 dados por la Ee. (6),
donde 23 =0, con la excepcién de que », = 0 en el caso especial
n = kb = (. Dispongamos ahora esos autovalores en orden ascendente
de magnitud de modo que »; << Jyyy.

El Teorema 3, Sec. 33, da la propiedad de ortogonalidad

®) J ’ eTa(n@Wn () ds = 0 (g 2a).

Obsérvese que ests ortogonalidad de las autofunciones con funcidén
peso x en el intervalo (0,c) es [a misma que la ortogonalidad ordinaria

de las funciones V/z Ju( az). Noteso ademds que de esa forma se tiene
la representacién de muchos sistemas ortogonales, segiin se den valo-
resan, b, byve.

Resumimos nuestros resultados en el siguiente teorema.

Teorema 3. Si n tiene uno de los valoves 0, 1, 2, ..., la sucesidn
de funciones {Jp{i2)}(j =1, 2, ...} es oriogonal en el intervalo (0,c)
con funcitn peso x cuando los valores de » = 3y son (@} las raices
positivas de la ecuacidn Jp(he) = 0, 6 (b) las raices positivas de la
Ec. (B)donde h 20 5 2y = no son a le vez nulas, & (¢) en ¢l caso
h =n =0, entonces »y = 0 y hy, *q s0n las raices positivas de la ecuq-
eidn J'g{ae) = 0, '

Los nidmeros indicados »; son lodos los autovalores de 2, y X = J,
{34%) son las autofunciones, del problema singular de Sturm- Liouville con-
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sistente en la ecuacién de Bessel (1} en unidn de la condicidn de conforno
(10) X(©)=0

en el caso (a); o en el caso (b), lo condicidn de contorno

(11) RX(e) + eX'(6) =0 (h =0, A%+ nt > 0);
o en el caso (¢), donde n = 0, [ comitmé‘n
(12) X'(e) = .

77. Las funciones ortanormales. La funcitn

X(@) = Ja(3)
satisface la ecuacion
?32
(1) X'y + (l*:a:-—— —)X ={.
. x
Multiplicando por el factor 22X’ se tiene
4 (@X) -+ (222 — nd) 2 (X?) = 0.
dx dz

Después de integrar ambos términos y haciendo uso de la integracién
por partes en el segundo, se llega a '

[(xX")® + (Ma? — n?) X2 = 228 f ‘Xt da.

1}

Como X = Ju(3x), donde 2 =0, 1, 2, ..., la cantidad dentro de los
corchetes so anula cuando = 0 y la ecuacidén puede escribirse

@ f ‘ HIa(02) P de = BT n(20)] -+ (W6 — nt)}Ju(rc)]
o

. Con excepcibn del tnico caso en que A = 0, la férmula (2) da las nor-
mas de huestrag antofunciones.
Cuando 5 son las raices positivas de la ecuacion

(3) In(3e) = 0,

.18
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la férmula (2) se convierte en

2 J ’ 2[Jn (M) de = T {2} ]

1]
Pero hemos visto gue
fJ,ﬂ(‘f) = nJ”(f'} — TJﬂ+1{r) E
¥, por tanto, hed'n(he) = — Medar{de), ¥ de aquf

@) a2 = '-’2— [0 2 G=1,2..)

Cuando ¥; son las. raices positivas de la ecuacidn
(8) AJu(xe) + reFp(ne) = 0 (h = 0,
se deduce de la Ee. (2) que

AgBc? — ne -+ A2

®) Wit = =22 el

Pero en el caso n =k = 0, es entonces 3, =0 ¥ Jy(02) = 1, 0 sea
M
) ot = | “mde e
L]

Las sutofunciones normalizadas de nuestro problema singular de
Bturm.Liouville pueden ahora escribirse

WAy .
8 % = ——— = 1, 2, [y N
(8) Puylz) at)l] (4 )

Aquif, las normas estén dadas para los tres tipos de condiciones de
contorno por lag férmulas (4), (6) ¥ (7) ¥ el conjunto de autovalores
3s depende de la condicién de contorno usada y del valor de . El sis-
tems (8) es ortonormal en el intervalo (0,¢) con funcién peso z:

f “"Kﬁ,;j{x}gb,m{x} dz = ‘ 0 Si.j. +k
o Pl sij=&

78 Series de Fourier-Bessel. Como las funciones ¢yy{x) constitu-
ven la totalidad de autofunciones normalizadas de nueetro problema
singular de Sturm-Liouville, podemos anticipar una representacidn




sEO. 78] FUNCIONES DE BESSEL Y SUS APLICACIONES 195

de funciones f en el intervalo {0,6) por medio de series de Fourier
generalizadas de aquellas funciones ortonormales.

Designemos por cgg (§ =1, 2, ...) los coeficientes de Fourier de
una funcién f con respecto a ¢gy en el intervalo, Entonces

e = I bl e = f () da.

y la serie de Fourier generalizada correspondiente a f es

¢ 3 ) f
1 = EJn(28)f(E) dE
Mm Eonm(z) e (E(E) 5.

Teniendo presente las formulas para las normas, encontradas en la
Seocién precedente, la serie (1) puede escribirse

(2) > Amdalrgz) ~ f(z) <z <o),
y=1

donde los coeficientes Ay tienen los signientes valores.
Cuando »y son las rafces positivas de la ecuacidn

3 Js(de) =0 n=012...)

sﬁ[Jnﬂiijcilﬂ f =y (e) .

Cuando ) son Iz raices positivas de la ecuacidn

(4) Ang =

(8)  hJg(re) + reJ'p(re) = 0 hz0,n=012 ...}

8 Apy = 2" " aln d
X YT gt — k*}wﬂwn’*ﬁ i) &

8in embargo, en el caso especial n = h = 0, la rafz 1 = 0 de Ia Ee. (5}
. ea también un autovalor. Escribimos entonces », = 0, Jy(azx) =1 ¥
el primer término de la serie (2) es la constante

. 9 &
) 4o =7, f af(z) d.
s 0

Para demostrar que la serie {2) converge a f(x), cuando f cumple
Ias condiciones que aseguran su representacidn por sus series de
Fourier de senos o cosenos en el intervalo (0,c) se necesita general.
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mente recurrir a la teorfa de funciones de variable compleja. Enuncia-
remos, sin demostracién, una forma de uno de los teoremas de repre-
gentacion 1. .

Teorema 4. 80 f es una funcién que, junio con su derivada f°, es
cast continua en el intervalo (0,c) la serie (2) converge enlonces al valur
medio de f en todo punto interior del-intervalo. Es decir,

®)  Mlfle -+ 0) + floa— 0] = 3 Auplulrpm) O« 2= ¢,

i=A

donde los coeficientes Ay estdn definidos por la Ke. (4) 6 la (6) 6 la (7),
dependiendo de la ecuacidn particular que determine las raices de ;.

Ei desarrolle (8) se conoee como representacion por serie de Fourier-
Bessel de la funcién f(z).

Los resultados enunciados en los Teoremas 2, 3 y 4 son también

véilidos euando % se remplaza por un ntmerc positivo arbitrario v,

aungue no hemos desarrollado las propiedades de las funciones J, lo
suficiente para establecer este heeho. :

Para las funciones en el intervalo infinito # > 0 existe una repre-
sentacion integral en funcién de J. correspondiente a la férmula inte-
gral de Fourier de senos o cosenos ®. La representacion para un v
fijo (v .2 — 1),

fl@) = j jmoc-f-,(ux) [ acnEJ..(ocE.)f(E) dt du (& > 0),

L] s 0

Conocida como férmula integral de Hankel, es vélida en el caso de

que f v f sean casi continuas en cualquier intervalo finito y si V4 zf{x)
¢8 absolutamente integrable de cere a infinito y f{z) estd definida por
su valor medio en cads punto de discontinuidad.

8i se remplaza el intervalo (0,¢) por otro (a,b), donde 0 << a < &,
el problema de Sturm-Liouville consistente en la ecuacion de Bes-
sel (1), Sec. 76, y una condicidén lineal homogénea del tipo (2)
Sec, 76, en los extremos del intervalo, no es ya singular, sino gim-
plemente un caso especial del problema de Sturm-Liouville. Las
autofunciones son combinaciones lineales dJe lags funciones de Besael

Jue Yy

i Ba demuestra en el libro Watson «Theory of Bessel Functionss; ver también
p. 73 de Titchmarsh, sEigenfunction Expansionss, 1946. Kl libro de Watson
trata con més extensidn las funciones de Bessel de las diferentes especies;
pueden ademés consuliarse Jos libros de Gray y Bowman.

? 8neddon, ¢Fourier Transformas Cap. 2. Ver Cap. 7, tomo 2, de «Higher
Trascendental Fanctionss, de Erdély y otros, pars un resumen de representa-
ciones en términos de funciones de Bessel,
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PROBLEMAS

™4 Demostrar que para el problema singular de Sturm-Liouville

(@X) + WX =0 (0 <2< 2),
l X(2)=0,
[ los autovalores ) = %4 son lae rafces poritivas de la ecuacién J4(2x) = 0 ¥ que

las autofunsiones son X; = Jy(Asm). Calcular valores numéricos aproximados

de los primeros autovalores.
Solucitn 2 = 1,2, 3, =2,8, ...

2. Demostrar gue para el problema de autovalores

(zX')y + 22X =0 0 <z <c)
i X'y =0,
Ay == 0, GUS Ay, Ay - .. S0m lus rafees positivas de la ecuaocion Jy(ke) = 0, ¥ que

Xyz) = 1 y Xgx) = Jy{hse} cuando j= 2,3, ... ]
3. Representar la funeidn f(z) = 1 (0 < @ < ¢) en serio de las funciones
Jalhsw) donde Xy son las raices positivas de la ecuacidn J,(he) = 0.

2 s Jolhi)
Solucién 1= - ol
ueen 2 A1 (h0)

(0 < <o)
[+
i

4, lin Ia roprescatacidén de la funeién f(z) = 1 {0 < x < ¢) por medio do
series de las funciones J,(dsz) donde X, son las raices no-nogativas de J'y{ae) = 0,
demostrar que 4, = jy 4; = Ocuando j = 2,3, ...

5, Sifiz) = lonando 0 < & < 1 ¥ f{x) = Oeuando 1 < x < 2, y f(I) = ¥,
¥ §i Ay son las rafces positivas de la ecuacidn J4(2)) = 0, obtener la representa-
eién

Sl = _]. i _’11!.{{1_ J o(hg) (0 -2 2 < 2)
7Ty A o

i

6. Demostrar que para el problema de autovalores

(XY + (l’x-—- l) X =0 (0 <x< 1)
E 4
X{l) =0,

34 80n las rafces positivas de la ecuacidn J (1} = 0 y que X; = J {Az). Obtener
después la siguiente representacién de la funcién flz} = x (0 S < 1) por
medio de sorie de esas autofunciones

o

1 0ug)
o 3P 0=z < 1)
* }_.Z hydo(2n) O==z<h
_ i=0

79. Temperaturas en un cilindro largo. Consideremos la super-
ficie lateral ¢ = ¢ de un eilindro circular infinitamente largo (Fig. 23)
o la de uno de altura finita con bases aisladas. Sea p = ¢ su supetficie
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lateral que se conserva a la temperatura cero. La distribucién is

de temperaturas es una funcién f(p) de la distancia al eje sol )

Deduciremos una férmula para las temperaturas «(p,!) en el cilindigg§
La ecuacién del calor en coordenada.a cilindricas, y las onndiciom

de contorno, son ',4_ . 4
(1) g (%h+l%) 0 <p<et>0),

ot 31 " : ’ -
@) ulc—0,8) =0 (t > 0), ’1
3 u(p + 0) = flp} 0<e<c) ‘

Ademéda, cuando ¢ >0 la funcién % hs de ser cont.inua en todo el
volumen del cllmdro en partioular a lo largo del eje p == 0. Supondre-
mos que fy f' son casi oontmuas en el inter-
valo (0,¢) ¥, pot.conveniencia, que f estd defi- . ¥
nida por el valor medio de sus limites en cadan -
punte de discontinuidad. _
Las soluciones particulares de las condiciones

T

z

-
’ B
!8

]
P
i ) |e=c homogéneas (1) y (2) del tipo R(e)T(E) deben
o satisfacer las ecuaciones _
P Rt B ' ' :
4 A S "= " -1 ' =0, !
Az RUSM®E LR, BTG =0 |

Por separacién de variables en la prlmera seuA-:
cibén, se tiene

r_1 (R” + i) -,
Fro. 23 ¥ R P .

i

4
;

donde — 2 es alguna constante, todavia sin especificar. Se tiene, pues,

1C)) . T & 2T = 0
y eR'"(p) + R'(s}) + »pE(p) = 0.

La funcién R(p) debe, por tanto, satisfacer las condiciones
(5) CGRY +mR=0 (©<p<c, Ho=0

La ecnacién diferencial en B es la scuacién de Bessel con el pard.’
‘metro 2, en la que n = 0. El Prob. (5), junto con les condlclonel de”
cont.mmdad que debe cumplir R en el intervalo 0 < p < ¢ es:un ¢aso!
especial del problema singular de Sturm-Liouville consistents en las-
Eos. (1).y (2) de 1a Sec. 76. Segtin el caso (a) del Teorema 3, lpa auto-

ok siéﬁil*&ii};'s’f;ﬂi R SLVEE e
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5 A = & del Prob. (5) son Ias rafoes positivas de la eeuacitn

Jolre) =0

y R == Jy(3p) son las autofuncionss.
Cuando » = 3 resulta de la Ec. (4) que ' = exp (— X*kf) de modo
que, a.'i:a.rte de un factor constante,

j R(p)T(c} = Jo{de) exp (— 2t) (1=1,2...)

\ Ia obinbinacién lineal generalizada de estas funciones
(7)o ulpt) = 3 Aolhe) exp (— A7PHkt)
o i Fmy

;. satieface formalmente las condiciones homogéneas (1) y (2) de nues-
~* tro problema de contorno. También satisface la condicién. inicial
'| no-hamogénes (3) si u{p, + 0) = u{p, 0) y si los coeficientes 4; pueden

F"j ner d?termin&dos de forma que "
. Fo) = 3, Ado(2g0) (0 < p <o)
R _ el

1_' : .
* ' Bate representacién es vilida, de acuerdo con lag series de Fourier-
{ . Bessel (Teorema 4), si los coeficientes tienen los valores

1 Aj == . 2 R
f T o CATEN T S

WLOAEE (=12 ...).

La solucién formal del problema de contorno estd, por tanto,
representada por la formula (7) con los coeficientes (8), donde 2 son
todss las rafces positivas de la Ec. (6). Esto es, nuestra férmula para
Ia temperatura puede escribirse de la forma siguiente:

2 @ 7 o{2se) ‘ .
upt) = - > = exp(—37kt) | EJo(ME)f(E) dE.
GSE (120} ¢
» Verificacién. Podemos establecer la férmula (7} como una solu-
‘¢idm de nueatro problems empleando el procedimiento seguido en la
' Bee. 61 si aplicamos dos propiedades adicionales de los ceros de las
: funciones de Bessel; a saber, que Ay — Xy —> w/c cuando j — oo, y los
3 '
¥
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nﬁmeros [‘\/_ 1J1 we)]t esté,n acotados para todos los valores da, 15‘

.Al estar Iy T o acotadas, se sﬂgue de la formula (8) que los nﬁmeroa r

4gfny estdn también acotados. Existe, por tanto, un nimero M tal

que, para eada niimero positivo #, los valores absociutos de los térmi- -

nos de la serie (7} son menores que los términos constantes
M1y exp (—kto)

cuando0 < p S eyt = ¢,. La serie formada por esos términos constan-
tes converge porque iy, — iy —> nfc cuando j — oo, La serie (7) con-
verge, por tante, uniformemente con respecto a p y t (t = {,) ¥ eu suma
u(p,t} es una funcién continua de sus dos variables cuando 0 =< p < ¢
y ¢ = 0. Pero ecomo u(c,f) = 0 la condicién (2) queda satisfecha.

Lag derivadas de J,(z) estén también acotadas, y la serie de cons-
tantes Mm exp (— M2kty), dondem = 2, 3, ... converge. Resulta agf,
del mismo modo, que la serie derivada converge uniformemente
cuando ¢ = &, ¥ que, por tanto, Ia funcién (7) satisface la ecuacion
del calor (1).

Finalmente, debido a la convergencia de la serie (7) & f(p) enando
t = 0, el criterio de Abel es aplicable para demostrar que u(p, -+ 0) =
= u(p, 0), cuando 0 < p << ¢, La condieién (3) queda, por consiguien-
te, satisfechs y nuestra solucidn, establecida.

80. Transmisién del calor en la superficie del cilindro. Rempla-
oemos Ia condicién de que la superficie del cilindro infinito estd a la
temperatura cero por la condicién de que el calor se transmite a tra.
ves de dicha superficie 2 un medio circundante a temperatura cero.
Supongamoes que la transmisién del calor en la superficie se hace
‘segln una ley lineal, llamada a veces ley de Newton: el flujo a través
de la superficie es proporcional & la diferencia de temperaturas de la
superficie ¥ el medio ambiente. Entonces, gi K es la conductividad del
material del eilindro y E la conductividad externa o emisividad en la
superficie p = ¢ '

— Ku (o) = Eulet).

Supondremos que K y E gon constantea (K >0, E = 0), y pondre-
mog A = cEfk. ’

! Eang propiedades son comsecuencia de una representacién agintética de
Ja{x) para valores grandes de %, que puede escribirse

Vo Jalw) = ‘\/E coB (x — Yy nw— Yem} + o '0a(2),

donde 8,(x) eatd acotada cuando x — oco. La deduccién de la férmula puede
verse en el libro de Courant y Hilbert iMethods of Mathematical Physicss
tomo 1, p. 526, o Watson, ¢Theory of Bessel Functionss

O S e Vil SECYE Tl MM"Q‘H"Q:‘W o i
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El problema de contornoe para la funcién de temperatura u es

{1} wilp,t) = Ku, (o) + p7lu (o)) 0<p<e,t >0),

{2 ctfe,t) = — hu{c,t) ¢t =0,
{3) u(p,0) = f(p} (0 <p<e)

- Por separacién de variables resulta el siguiente problema de auto-
valores en la funcién R(p):

(4) (pRY + )'SP;R =0 (0 < p<c)
RR(c) + cR'{c) = 0.

Es, pues, R = Jy(3p), donde » debe satisfacer la scuacidn
(8) ho(3c) + hed'g(re) = 0.

En el caso de gue. b = 0, 34 son las raices positivaa de la Ec. (5) y
las soluciones de las condiciones homogéness son

ROT(®) = Jo0up) oxp (— 0ty (=1,2,...).

La solucién de nuestro problema resulta ser

(6) u(p,t) = ZAJJ ao(Asp) €X] (—- As%kE),

Bk
donde, de acuerdo con la condicién inicial {3} y el Teorems 4,

23y
! A= ESMEE)E (=1, 2,
(7} 1= (Mscs + hs}[JU{:\fr)Pf of 4 )f( ) {j L)

En el caso dequeh = 0,3 = 0y Jo{np) = 1 y 2y, %5 ... s0n las raf-
ces positivag de Ia ecuacidn Jy(ic) = 0. La férmula pars la tempera-
tura se convierte en

8) alph) = Ay + 3, Apdo(Mp) 0xp (— 32Ht),
L

donde (Teorema 4)

(9) 4= J’ " efe) d,
¢t o
\ _
(20) 4 —--ﬁf EIOEME A (=23 ...
' g, o g !

Este e el caso en que la superficie p = ¢ estd térmicamente aislada.
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PFROBLEMAS

1. Escribir la férmula pars las temperaturas u(p,} en un cilindro infinito
p = 1 oon las condiciones u{1,2} = 0, u({p,0) = u, donde u, es una constante.
Dar valores numséricos aproximados de los primeros ceeficientes de la serie.

Solucion u = 2uy[0,807 4(2,40) exp (— 5,8kt) — 0,587 (5,50} exp (— 30kt)
+ 0,4374(8,6p) oxp ( ~—75k) — ...].

2. 8obre un largo cilindro sdlido p 5 1, & la temperatura uniforme 4, se
fija apretadamente un largo cilindro huece 1 £ p = 2 del mismo material a la
temperatura B. La superficie exterior p = 2 pe mantiene entonces & la tempe-
ratura B, Deducir la siguients férmula pars las temperaturae en el cilindro
de tadio 2 formado como ss ha dicho

A—B g Ny
(pi) = B + _ Jolhsp) xp { — hy2kt),
e 2 Ewnmr SRR L

donde }4 son las rafces positivas de J4(2)) = 0. Este es un problema de tempe-
raturas que se presentan on los ajustes forzados en caliente.

3, Una funcién V{p,z) es arménica en el interior de un cilindro limitede
por les superficies p=¢, z =0, y ¢ = b. 81 ¥ = 0 en las dos primeras super-
ficies ¥ V(p,b) = flp} (0 < p < ¢}, deducir la férmula

senh Mz

o0
Vipiz) = EAJJUIMFJ ;;h_;s’

donde x4 son las rafces positivas de J{ic) = 0y loa coeficientes A4 estdn dades
por la formula (8), Sec. 79.

4. Deduoir una férmuls para la distribucién estacioneria de ternperaturas
#{p,z) en el vilindro macizo limitado por las superficies p =1, 2 =0y 2z =1
ai.:l;ndiOanlasuperﬁsie g=l,u=1lenlabasez.=1, ¥y la base ¢ = 0 estd
aialada.

N Y h A
Sotucitn w=12Y Jolhsp) oosh Agz [Fofhg) = 0,2 > 0L
s Aafi(dg) cosh Xy

5. Un cilindro magize estd limitado por las superficies p = 1,z = 0y s = b.

La primere superficie estd aislada, la segunde se conserva & la temperatura

_cero, ¥ Ia filtima a las temperaturaa f{p). Deducir la siguiente férmula para las
temperaturas estacionariaa u{p.z) en el cilindro

2z ot o Julhsp) semhigz 1
= - - ———— d "
wes f a2 X T R [ o

jm32

donde g, g, - - - 80N las rafces positivas de J,(A) = 0.

8. Cuando f{p) = A{0 < p < I} en ol Prob. 5 demostrar gue u(p,z) =
= Azfb. )

7. Doterminar las temperaturas estacionarias acotadas u(p,z) en el cilindro
pemi-infinito p = 1, 2 2= 0 si w = 1 en la base z == 0 y la tranemisidn’ de calor
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a) medio ambiente a temperaturs cero, tiens lugar de acuerdo con ls ley lineal
{8ec. 80), en la superficie g = 1.

o
. Jo(hgp) 0xp { —Ag2)

8 - 2h Z: \ = 2Ty 0]

olucidn  u 2 Ty A LA AT ofrg) = Xgd o ()]

8. Resolver ol siguiente problema de contorno para w{m,f):

U = (TUgly — nlz (0 < a<<et>0),
“{c,‘) =0 (f > O)!
u(z,0) = f(z) (0 <z<o)

donde % ¢ continua cusndo 0 2 S ¢ ¥ £ > 0 vy la constante n es un entero
no negativo

L]
Solucién = ZA,;J.(z,m) exp { — As%), donde Xy ¥ A
Ju=i

tienen valores indicados por las férmulas (3} y (4) Sec. 78.

81. Vibracién de una membrana circular. A una membrana esti-
rada sobre un bastidor circular fijo p = ¢ en el plano z = 0 se le ha
dado un desplazamiento inicial 2 = f(p,) ¥ desde ess posicién se la
ha dejado libre. Sus desplazamientos transversales z(p,¢.f), donde p,
¢ y z son coordenadas cilindricas, se pueden determinar como la
funcién continua que satisface a este problema de contorno:

(1) . 2y = “s{zg? ‘+' P_lze + P—.z“L
(2) : zle,dt) = 0 (—rsdsmi20),
' (3) ?'-p(p,¢,0) == 0) z(Ps¢30J = f(pté)

(0$P$G;““§¢ éﬂ)‘
Una funcién z = R(p)D(¢)T(t) satisface la Ee. (1) si

@ AL P UL AN
( - ( 9) fo .

donde — »* es una constante cualquiera. Separando de nuevo varia-
bles en la Ee. (4) y escribiendo @@ = — p, se encuentra gue la
funcién R®T satisface todas las condiciones homogéneas y les con-
diciones periédicas necesarias con respecto a ¢ si

() 4+ 22378y = 0, ™0)=0
¥y si @ y R son autofunciones de estos dos problemas

B ©"($) + pO@) = 0, B(— x) = B(x), O'(— m) = ¥'(m),
6)  SR'G)+pR(o) + B —wEE) =0,  Rle)=0.
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Los autovalores del Prob. (5) son
p = n? m=0,1,2 ...,

¥ las autofunciones son cos n¢ y sen n¢ incluyendo @ = 1 cuando
7 = 0 {Sec. 34). Asf, pues, para cada valor de n,® puede ser cualguier
combinacién lineal de cos n¢ y sen ne, Cuando p = #2 los autovalo-
res del problema (8), o

(6R'Y -+ (3 — n2-1)R = 0, R{c) = 0,
gon las rafces positivas x = iy de la ecuacitn
Q) Ta{3c) = 0 (h=0,1,2,...).

Las autofunciones son R == Jﬂ(l,,;p) (Sec. 76). La funcién T es enton-
ces co8 {hqsni).
La combinacién lineal generalizada de las funciones ROT,

(8) 2= > Jal(tasp)(4nj 008 n + Byy sen ng) cos (wngat),

Tiam{) jami

satisface formalmente todas las condiciones homogéneas. También
satisface la condicidn z(p, ¢, 0) = flp, ) si pueden determinarse los
coeficientes de modo que la serie

(9) ?‘ ‘[ ZAn;Jn(lﬂ;p}-I cos ngp + [Z Bff}'fﬂ. xmp)_l sen mﬁ %

jom t

converja & f{p,$) cuando —w <P = w, 0 = p <o,

Para cada valor fijo de p la serie (9} es la serie de Fourier de f(p, ¢}
en el intervalo — = = ¢ = = si los coeficientes de cos ng y sen ng
son los coeficientes de Fourier; esto es, si

ZAMJ»QMP) = 7_]; :f(P»‘?S) con ﬂ¢d¢ (ﬂ' == l! 2: ‘. '):

Jeui

— | fodrdb (n=0),
S Budaow) = [ Fedlsnnpds =12 ...
o= "

Para cada valor fijo de n estas series se convierten en series de Fou-
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rier-Bessel representaciones de las funciones de p representadas por
los segundos miembros de las ecuaciones, en el intervalo (0,c} su-
puesto que

2 ‘e b

1 Apg — ——— — . pfa(2a Ry de do,
e a2 nc’[Jnﬂ(InjC)]zJ plafd !P)t_j— .—.f(P #) cosng df de
cuandon == 1,2, ..., y que

11} Ay = —_— P) de de,
(11} Ay c*{Jl{?wa ]ﬂf o o(Mos0) .—».—I{p $) dd de

. 2 e L

12) Bpyy= e Jo(2p , dé do.
(12) A Ao ) o (2ng0) _ﬂf(p ¢) sen ne deb dp

Los desplazamientos z{p,,.t} estdn entonces dados por la férmula (8)
cvando los coeficientes tienen los valores dados por las Ees. (10),
(11} v (12), suponiendo que la funcién f sea tal que la serie de la for-
mula {8) posea las condiciones de convergencia ¥ derivabilidad ade-
ctadas.

PROBLEMAS

1. Bupongamos gue en el problema anterior la funcién f(g,¢) gue da el des-
plazamiento inicial es una combinacién lineal de un mimero finito de las fun-
ciones Jalhngc} coB nd ¥ Jnlhnsz) sen ng, Indicar por qué la serie iterada dela
férmula {8} contiene entonces solo un mimero finite de términos ¥ representa
una, solueidn rigurosa del problema de convorno.

2. En el casc an que el desplazamiento inicial de la membrana de Ja Sec. 81
ses f{p), fancién de ¢ solamente, dedueir la férmula

2 Jolhsp) cos (Agat) (¢
clot) = ,Z el B G

donde %y son laa rafces positivas de J (k) = 0.
8. Bi el desplazamiento inicial de la rmembrans de la Bec. 8l es AJy(p),
donde 3 ea alguna raiz de Jy{’c) = 0, demostrar gue

tet) = AT (2p) cos (Maat).

Obsérvede que estos desplazamientos son todos peribdicos en £ con un pericdo
comtin con el resultade de gue la membrana produce una nota mueical,

4. Remplazar las condiciones iniciales (3}, Sec. 81 por las condiciones s = ¢
¥ 22 = 1 cuando { = 0. Este ea ol caso en que la membrana y su bastidor se
estdn moviendo con velocldad ynidad en la direccidn de las z ¥ se sujeta al bas-
tidor obligdndolo al repesc en el momente ¢ = 0. Deducir la férmulo

2 &, sen (Mat)
#lp.t} = Zm Jo(hsp)

de los despiazamicntos, donde A4 son las raiced positivas de Jy(ke) =
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& _Deduoir 1a siguiente férmula para las temperaturas «(p.,f) en un cilindro
infinito p = ¢ #i # = 0 en la superficie p = e y u = flpsp) cuendo ¢t = 0.

w= Z ZJ,.(;,.,;.} {Anj 008 nd + By 6o ng) exp {—Ius®he),
fwm) jmi

donde Ang, Aps y Buy son los nimercs definidos en la Beo. 81.

6. Deducir una férmula para las temperaturas 4(p,z,’) en un cilindro macizo
pZe, 0525 x, ouya superficie total se conserva a la temperatura cero y
cuya temperatura inicial 4 es constante. Demostrar gue la férmula puede es-

oribirse
Momt) = Aviztwlpd),
L
donde p = Z E g%?‘__l L exp [— (25 — 1)%:t]

LR

y cuando Ay son las rafces positivaa de J(he} = 0,

9 ]

w= " Z —M axp { — A %%t)
o & 3.37,(h0)

Obsérvese que v(z,¢) representa temperaturss en 0 £z = m en un prisma y

w(p$) temperaturas de un cilindro infinito p = ¢. ambos con temperaturas

cero en ol contorno ¥ temperatura injeial la unidad.

7. Deducir la siguiente férmula paran la temperaturs w(p,$,t) en una larga
cufia cilindrica de déngulo central resto limitads por la superficie p = 1 ¥ los
planooa $=107y¢=1n 8 4 = 0 en eaas trea superficies ¥ u = f(,4) cuando
=

o0 &
=3 Bulsulhast) son (2ng) exp (—as'ht)

Ami fmmi

donde Asy son las rafces positivas do Jy(A) = 0 ¥

=2 1
Basld prpalhas)itn = 8 f - wenzng f D)) dp 2.

8. Bi la cara ¢ = Y, de la cufia del Prob. 7 se remplsze por une cara
¢ = ¢y, domoetrar que ls férmula para las temperaturas contendra en general
funciones de Bessel J,, de érdenes no enteros.

9. Resolver ¢l Prob. 7 pi, en lugar de mantener s la temperatura cero las tres
superficies limitea de la cuila, estas se encuentran aislades.

10. Resolver el siguients problema para las temperaturas «(p,t} en una placa
ciroular delgada gue transmite calor por sus carss al medio ambiente gue e
encuentra 8 temperatura ocero

== Uy + p Uy — hu p<Lt>0Gh>0
u(l,t} = 0, (g0} = 1.

o Jolkp)

Solucidn u = 2e—Mt Z Ty P (—ag¥), [Jorg) = 0,3y > 0).
7 1lAS

Jmi




SEC. 81] . FUKOIONES DE BESSEL Y SUS APLICACIONES 207

11. Resclver sl Prob. 10 después de remplazar la condicidén w(1,5) = O por
la siguionte condicién de tranemisién superficial de celor en la periferia:

ug(Lt) & —hgu(l,8) (ko > 0).

12’ Resolver el siguiente problema de Dirichlet pare V{p,z):

VW =40 p<lz> 0,
V(l,z} =0 (z > 0},
Vip0) =1 o< 1),

donde ¥ ha de eatar acotado en el deminiop < I, z > 0.

13. Sea u{p,z) una funcién de distribucién estacionaria de temperaturas en
al cilindro semi-infinite p £ 1, 2 22 0 cuya base z = 0 esté aisleda, 8l u({l,z} = 1
cusndo 0 <<z << 1 y u(l,z} = 0 cuando z > 1. Deducir la férmula.

2 J ol e
u(p,2) = ;f: ﬁ% 208 &z gen o do (= \/_ b.

14. Dada una funeién f(z) que estd representada por su formula integrai de
Fourier para todos los valores reales de 2, deducir la siguiente férmula para la
funcién armdénica F{p,z} en el interior det cilindro p = ¢ tal que F{c,z) = fiz},
— ol 2 s OOl

1 oJ g '8
v o = [T T gy ool — ) d e

w0 Syt



CAPITULO ©

POLINOMIOS DE LEGENDRE Y SUS APLICACIONES

~82, Deduccidn de los polinomios de Legendre, La separacién
de variables en la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas
r y 0, despuds de poner x en lugar de cos 8, conduce a la ecua-
cidn de Legendre.

iy (1 — =)y (2) — 22y’ (2} + Mylz) = 0,

Como veremos posteriormente (Sec. 89). Los puntosz = I yz = — 1,
correspondientes a 6 = 0 y 8 = n, son puntos singulares de esta
ecuacién diferencial. Demostraremos ahora que existe un cierto
conjunto infinito de valores del pardmetro » para cada uno
de los ouales Ja Ee. (1) tiene a un polinomioc como solucion par-
ticular.

Para determinar si la ecuacién de Legendre tiene una solucitn
representada por una serie de potencias, sustituiremos

2 y= D am

j=0

en la Ee. (1). Esta sustitucién da la ecuacidn

DG — Dat=3(1 — 22) — 2 + daday = 0,

i=0

o, puesto que —j(j — 1) —2j = —j(j + 1),

DG + Vgt + X, bk — Ljaszh—2 = 0.
j=0 . k=g

208
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En la dltima serie, poniendo & = j 4 2, se obtiene

) DAL —iG + Dlas + (G + 2 + Dapg}ad = 0,

i=0

La Ee. (3} o2 una identidad en x si los coeficientes @y, que son fun-
clones de 3, satisfaeen la ecuacién de recurrencia

_r—id+h
G+ G+ 2

La serie de potencias (2) representa entonces una solucién de la
ecuacién de Legendre dentro de su intervalo de convergencia supueato
que sus coeficientes satisfacen la relecidn (4). Esta deja & ay ¥ o
como constantes arbitrarias. Y, ademds s8i ¢y = 0, es8 ay = 0, mien-
tras que si ¢, = 0, entonces g1 = 0, cuando § =1, 2, ...

Pero seglin la relacién {4) estd clarc que cuando  tiene cualquier
valor del conjunto

4) Bprg =

(5) A=mn{n+1) n=0,1,2,...),

es entonces dy., = 0, ¥, por consiguiente, @y, = Gy g ==+ 2=0.
8i el n entero es impar y damos & a, el valor cero de modo que gy = 0
y si a; =& 0, entonces los tnicos coeficientes no nulos son a,, @, a;, .. .,
@y Esto es, la serie se reduce a un polinomio de grado n gque contiene
tnicamente potenciaa impsres de x. 8i # es par y a; = 0 mientras
que & 5= 0, la gerie se reduce a un polinomio de grado n que solo con-
tiene potencias pares de w.

Por tanto, cuando » ==n(n + 1), existe siempre un polinomio
solucién de la Eec. (1). No aparecen problemas en cuanto a conver-
gencia o continuidad.

8i n = 0, el polinomio es una constante a,; 8i # == 1, es ¢;z. Cuando
n=2,3, ... ¥ h=nn-+1), la relacién de recurrencia (4) puede
escribirse

(n—J)r + 4§+ 1)
HDE+2 g1, cen—2).

(6) Gfyg = —

Obsérvese que ay, cosficiente de 27, cs una funeién a4(n) de n. Poniendo
kE=j + 2, y deapejando az_

B k(1)
k2t E—1)

(7) Qg = %
k=238, ..., 1)

T4



210 SERIER DE FOURIER ¥ PROBLEMAS DE CONTORNO [sEC. 82

Sea n par o impar, la férmula (7) da los coeficientes del polinomio
en funcién de a,, ya que

gy = — 22— 1
_ 2(2n 1)
- (n—2)n—3) _ e n(n 1)(n — 2}(n — 3)
s 4(2n — 3) a"'_’ =D 222120 — 1)(2n — 3)

y asf sucesivamente. Esto es

(—1)7 nfn—1)(n—25+ 1) .
21 @n —1)2n—3) - (2 — 25 + 1)

(8) an.g =

Aqui ay, ez decir, a,(n), queda al arbitrio. Démoale el valor '

_@n—1@2n—38) - -- (B3){1)
" nl ’

Entonces, después de reducir las expresiones factoriales, se ecomprueba
que puede ponerse

(—1  (2n—2)
21 (n— 2 —j)I

9 Gn-gy =

Se emplea la convencidn que Ol = 1. 8i n es par, el polinomio
comienza con un ¥érmino constante a, dado por la férmula (9) cuando
J =1}y n. Bi n es impar, el término de menor grado es ayx, donde a,
esté dado por la férmula (9} cuando 7 = ¥/, (n — 1),

Un polinomio solucién de la ecuacién de Legendre

A—aty” —2my +nn-+1ly=0 (=012 .),
para cualquier  es, por tanto,
y = Pnlz)
i Pyulx) es el polinomio de Legendre de grado a:

_1 {(—1¥y  (2rn— 25 n—24
(10) Py() Z 1 (r— 25 n — ) o

o0

donde m = 1/, n si n es par o cero y m = Y/, (R — 1) =i es impar.Una
formula mds sencilla para P, se encontrard en la Sec. 84,
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De acuerde con la definicién (10), los primeros polinomios son

Pylz) =1, Px) = =, Py(z) = e(3a% — 1),
Py(x) = Yy(Ba® —3x),  Py(a) = 1/e(35x* — 302® -+ 3),
Py(z) = 1/(6325 — T02* - 155‘)-

83. Ortogonalidad. La forma autoadjuntsa de la ecuacién de
Legendre es

d dy _
(1) E[“_”’)JZ] +=0.

Es un caso vspecial de la ecuacién de Sturm.Liouville (4), Sec. 32,
enla que r{z) =1—a® pla) =1y qx)=0. Al ger r{(— 1) =0y
r{1} = 0, no son necesarias condiciones de contorno en los extremos
del intervalo —1 < x < 1 para completar el problema singular de
Sturm-Liouville en ese intervalo; el problema consiste en la Ee. (1)
¥ la condicién de que y e ' sean continuas en dicho intervalo cerrado. -

De acuerdo con el Teorema 3, Sec. 33, si dos de tales funciones con-
tinuas gy, © y, satisfacen la Ec. {1) cuando A = % ¥ % = Ap, respeoti-
vamente, donde Ay 3£ Ay, entonces g, es ortogonal a g, en el inter-
valo (—1,1) con funeién peso p(z) = 1. Hemos demostrado que el
polinomio Py satisface la Ee. {1) cuando A = n{n + 1). Pueato que P,
y sus derivedas son continuss para todo valor de 2, resulta que

(2) fl Pz} Pylx)de = 0 mEnmn=012 ...
el 1

Este problema singular de Sturm-Licuville en el intervalo (— 1,1}
tiene, por tanto, los autovalores

(3) A =n{n + 1) m=0,1,2..)
¥ las correspondientes autofunciones
(4) _ o = Pu(z) r=0,1,2 ...)

satisfacen las propiedades de ortogonalidad (2). Con la notacién em-
pleada para los productos interiores, esta propiedad se expresa
(P, Pu) =0, m &£ n.

Demostraremos (Secs. 87 y 88) que siempre que una funclén £
junto con su derivada f’, sean casi continuas en el intervalo (— 1,1),
ge verifica que en todo punto # interior al intervalo donde f sea con-
tinua, la serie de Fourier generalizada de f correspondiente a la auce-
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sién ortogonal {Py(2)} converge & f{z). Por consiguiente, la sucesidn
{Pn{z)} es cerrada en el sentido de convergencia puntual, y por tanto
completa en la clase de godas las funciones f. De ello resulta que no
puede haber otros aulovalores que los del conjunto (8). Porque suponga-
mos que y,(%) es una autofuneién {continua en unién con g’y en ¢l
intervalo — 1 < z < 1) correspondiente a otro sutovaior »;. Enton-
ces, (yo,Fn) = 0 para cualquier n, y la completitud de la sucesién
{Px} requiere que yy{x) = 0 para todas las x en el intervalo abierto,
de modo que g, no puede ser una autofuncién.

Como Pp{x) es un polinomio que contiene solamente potencias de
@ pares si » es par, y solamente potencias impares de « &i » es impar,
resulta que Pp{x)-es una funcién par o impar segin que n sea par o
impar; esto es,

(6 Py(— 2) = {(— 1 Py(x} n=0,1,2,...).

For comaiguignbe, el producto Pp{x) Pa(z), en el que m y »n son ambos
pares o amboa impares es una funcién par. De la propiedad {2} se
deduce que

® f | Pyn(2) Panla) d = 0
e mfEnmn=0,1,2 ...},

: 1
ied] f Popy1()Pap () d = 0
Ja (m=+Lnmn=012 ...

La condicién (B) expresa que la sucesidn {Py,} de polinomios de
grado par es ortogonal en el intervalo {0,1). Siendo P'y,,(0) = 0, esos poli-
nomios son las autofunciones del problema singular de Sturm-Liou-
ville consisgtente en la ecuacién de Legendre (1) en el intervalo (0,1)
¥ la condicién

8) y{(0) =0,

junto con ls condicién de que y e ¢’ sean continuas cuando 0 £z = 1.
Los autovalores son A = 2n(2n + 1). _

Anélogamente, de acuerdo con la condicién (7), la sucesidn {Py,yy}
de polinomios de grado impar es orlogonal en el infervalo (0,1). Esos
polinomios son las autofunciones del problems consistente en la
Ee. (1), en las condiciones de continuidad en el intervalo eerrado, y
la condicion de contorno

0) y(0) = 0.
Los autovalores son A — (2n -+ )2z + 2), donde n =0, 1, 2, ...
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A las series bésicas de Fourier de senos v cosenos siguieron las repre-
sentaciones por series de Fourier de senos y cosenos en semiintervalos.
De ignal manera, la representacién de funciones en el intervalo (0,1)
en funcién de Py, o bien P,,,, tiene como origen la representacién
en funcién de F, en el intervalo {(— 1,1).

Todavia es preciso introducir nuevas férmulas para Pr{x) antes
de que podamos establecer el teorema de desarrollo y ciertas propie-
dades de orden necesarias en la aplicacién de los polinomios !. En
primer lugar, algunas observaciones sobre otras soluciones de la ecua-
cidén de Legendre.

En la Seccién precedente se encontraron los polinomios P, haciendo
igual a cero una de lag dos constantes arbitrarias gy 6 @, de la serie.
8i se dejan arbitrarias a esas constantes, la serie da la solucién general
de la ecuacién de Legendre cuando » = n{n + 1}, en la forma

(10) y = APa(x) + BQn(=),

donde €, es la funcidn de Legendre de segunda clase o eapecie. Cuando
l#| << 1, @u(x) estd representada por una serie de potencias de =
cuyos coeficientes se encuentran girviéndose de la relacién de recu-
rrencia (6), Sec. 82. Pero €, no es continua en los extremos del inter-
valo {—1,1). Cuando  tiene un valor arbitrario, pueden escribirse
dos soluciones fundamentales de la ecuacién de Legendre en el inter-
valo — 1 << z < 1 como series de potencias de » empleando la rela-
cién de reourrencia {4), Sec. 83.

84. Férmula de Rodrigues. Normas, El resultado de mtegra.r el
polinomio Pp(x) definido por la Ee. (10), Sec. 82, n veces entre 0 y £
es ol siguiente polinomio, Sy,(¢) de grado 2z:

(—ien—2)! fan—s
Sn -~ —2)  (n—2+Dn—2+2) 20 —2j)

En funcién de los coeficientes bindmicos

m

1 nl
- 1 geye-d,
M S = g 2

La potencia més baja de ¢ en S,,(f) es 2*-3" esto es, t* 8i » e9 par,
6 171 i n eg impar. Si la suma de la Ec. (1) se extiende de modo que
abarque desde j = 0 4 j = n, representa entonces el desarrollo biné-

! Bl lector que deses pasar a Iss aplicaciones en este momento puede leer
el Teorema 1 (Sec. 88) y la Sec. 87 ¥ continuar con la Sec. §9.
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mico de (t* — 1)r. El polinomio adicional que se introduce es de grado
menor que 7, uno cuya derivada enésima es cero. Al ser Py(t) la deri-
vada endsima de S,,(f), resulta que Py(t) es también la derivada ené-
gima de (29nl)-1{}2 — 1)7; esto o8,

1 d»
(2) P,.(x) = é;‘:;_' cg (x’ — 1)" (n == 0, 1, 2, e )

Esta es la férmule de Rodrigues para los polinomios de Legendre.
Peniendo z en lugar de 22 — 1 se tiene

wh = (22— 1% = (x 4 1)8(z — I)».

Aplicando 1a regla de Leibnitz para la derivada endsima D#® de un
producto '
Dnusy = )

ke 0

n!___ k| n1n-k — s
= Dl + Dm0 e — 1)

donde Dtw — w. Unicamente el primer término (k = 0} de esta
suma no contiene el factor x — 1. Por consiguiente, cuando z =1,
el valor de la guma es =28, Segin la férmula de Rodrigues se
verifica gue '

(3) FPpiy =1 n=20,1,2 ...).
Se puede deducir de la férmula de Rodrigues una relacion de recu-

rrencia para Py, observando primero gue
20ti(n + )P,y = DOFi{ustl) = Dr-1(Diyn+l),
pero Duntl — 2(n ++ 1)aus
¥ Dan+l = 2(n + 1){u* + 2nadun-1)
= 2(n 4+ D[a® + 2n{x® — Lun-1 4 2nus-1]
= 2{n + 1){{2n 4+ 1)ut 4 2nus-1],
Por consiguients,

289 Pyy ;= (21 - )DLy 4 2pD0-tus—l;
esto es, ' o '
2n -+ 1
@) Pyafe) — Poyle) = 2T

2np]

De-lyn,

- e e
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Con ayuda de la regla de Leibnitz se pﬁede escribir

D"(Du““) _ Dn{mn)
2n+i(n 4 131 20|
B ;_v_D"u“ + nDn-1yn

n
- = zF, —— Dm-yn,
onp) n omy)

Py =

Eliminando Dr-lu% entre esta ecuacién y la Ee. (4) se obtiene la
relacién de recurrencia '

() (0 + 1)Pasnfa) + nPy_y(z) = (2n + Lz Palz)

n=12,...)
Como eonsecuencia inmediata de la Ee. (4),
6) Pan(@) — Pryy() = 2n + DPs(z}  (m=1,2,...)
La relacion (5}, escrita en la forma
{7) nPa(x) = (2n — 1)aP,_,(x) — (n — 1)P,,_o(x)
n=213,...)

5
puede utilizarse _para hallar las normas de los polinomios ertogona.
les P, en el intdfvalo (—1,1). Al ser {Pp,Py_g) = 0 v ser idénticas
las integrales que representan a {Py,xPn ;) ¥ a (8P, P, ), se de-
duce de las férmulas (7) y (5) que
2n — 1 2n —1

(Pp,Pa) = —'—?; — (@PpPy_y) = 2:;"_{‘_‘1 (Pa—1sPe1),

¥ continuande el e¢dlenlo

2n —12n —3 2n — 5

PoPy) = - (P Py )=~ I
(PuPa) = 5 o (PasPad) = 5 (PaoaPay)
2n — (2n — 1) 2
=---=——-—‘—-—-——P‘P = e
on + 1 (FaFal on + 1

Eate resultado se compruebs fécilmente en el caso de n =0 dn =1
¥, por consiguients,

]
ES % —
e || Paf|? _I[P,.(:c)] dx om 1
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PROBLEMAS
1. Establecer lag propiedades de Py(z):
(@} Po(— 1) = (—1)m {5} Pynya(0) = 0;

6) Pyul0) = (— 1jn —2P "
{ m(0) = ( ) prrraee

(@} P'3af0) = 0.

2. Dibujar las grificas de P (x), P,(z), ¥ Py(x).

3. Comprobar directamente que el sisterna de tres polincmios, Pz}, Py(z),
P,(x} o8 ortogonal en el intervalo (— 1,1}

4. En la Bec. 82, dar los detalles de la reduccién de la férmula (8) & la forma
{9) cuando g, tiens el valor allf dado.

5. Partiendo de Ia férrula (4), Sec. 84, obtener la férmula de integracién

1 1
S P = s P — Pl (=120
6. Dodusir de la ortogonalidad de la sucesién {Py} por qué

- 1
{a} f Ppla)dz = 0onandon =1,2, ...
—

1
{b) f {Az 4+ B}Ps{z)dz = 0 cuande n = 2, 3, ... (A, B conatante)

7. Por qué ea la sucesidn de funciones {‘\/411 + 1 P“(a;ﬁ n=1012...
ortonormal en el intervalo (0,1)}

8. Por qué es la sucesitn de funcionee {4/ 4n + 3 PMI Tr=0,1,12,,,.
ortonormal en el intervalo (0.1}1

86. Formas integrales. De ciertas representaciones de log polino-
mios Py(z) por medio de integrales, se deducen drdeneas de magnitud de
los mismos con respecto & n 6 ¥ que resultan titiles en las aplicaciones.

En la Sec. 31 vimos que

fue“'"dq&=0 cuandom=1,2, ...

¥ el valor de la integral es 2x cnando m = 0, 8i r = r(z), donde la

variable x es independiente de ¢, resulta del desarrollo del binomio
(x + re¥)» que

-;-f (@ - reté)n deh = xm =012 ...).
b

En consecuencia, si p(x) es un polinomio cualquiera en =, se tiene

)] plx) = 5-1 f zp(z + re¥) d.

T
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Todas las derivadas de p{x) son también pbh'nomioa. Se obtiene des-
pués de una integracién por partes .

2 ) — f " pi(e - reth) dip =

1 "
= [T g e+ 0]
|y - .
Continuando la integracién por partes se llega a
nl e
@) pte) = 2 [ et o) a
Anyn -

vélida siempre que 7(z) 7= 0. Los detalles quedan para los problemas.
Definiremos ahora p y r como sigue

1
(3) PE) = po @ — 1%, o) = il — )

Después de simplificaciones elementales se llega a
{4) nlp(x + rel¥) = rretndx | r cos ¢)».

La férmula de Rodrigues puede escribirse ahora Py(z) = pt#{x). De
acuerdo con las Ees. (2) y {(4), tiene Py la representacidn integral

FPplz) = 21— ﬂ(:c + 14/ 1 —a? cos )5 dep
5) m

_1 J : (x4 ¢ \/i-*——“;’ cos ¢} deb.

T/ 0
Obsérvese que la férmula es correcta cuando x = 4 1, y, por consi-

guiente, lo es para tode valor de x.
Cuando # = cos 8, la férmula (5) toma la forma

(6} Pplcos 8) = ! f H{cos B + i sen § cos B)* dp
LV

A

0 <85 )

Tomando = —¢ como variable de integracién en el semi-intervalo
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(Y/gm,m), se puede escribir la integral como sigue

f_ : [{cos 6 4 4 sen 8 cos ¢)® + (cos § — 4 sen 0 cos §)"] dé.
L]

Siendo (2)* el complejo conjugado de 27, el integrando es dos veces
la, parte real de su primer término, por tanto,

=%
(7 Pplcos 6) = 2 Ri(cos 6 +  sen 9 cos ¢)?] dep
TS0 (0 =6 = 1':).

Ademas, |‘R(z)] = |z1; por consiguiente,

2 =2
| Pr(cos 0} = f (cos? 6 - sen? 0 cos? )M2 dg;
]

™

esto es,

T

(8) [Pn(cos 0)] == -

iz
j (1 — sen? 6 sen® @)*/2 db.

0

De la condicién (8) se deduce que |Pylcon 0)] =1, 6

{9 [Pafz)| <1 cnande — 1 =2 <1
n=0,1,2...).

La grifica de sen ¢ muestra que son ¢ > 2@/ ouando 0 < ¢ << Y, .
Por tanto, si y = (2¢/=)? sen?® ), resulta que

1—sen?Ogen¢ <1 —y  cnando 0 <<¢p << 1y m.

Ademds, 1 —» < ¢¥, como puede verse graficamente o del desarrollo
en serie de Maclaurin de e~#. De acuerdo con la condicién (8), se

tiene
. 2 =2 2n8en
ateos ) < 2 [ oxp (—— ") o
ne 1] ™

Haciendo la sustitucién ¢ = ¢=—1 \/ 9n sen O resulta

23 1 ‘oo YA
| P(eos 9)) < ( ) - exp (— 3 dt = () e o
n/ senb 2n/ sen

Hsto da la signiente propiedad de orden de P, con respecto a #.
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Para cada valor fijo de x{— 1 < 2 < — 1), Ppla) es del orden de s
cuando n gumenia.:

™ iy
P, - .
(10) /7| Pyfz)] < [2(1 l xs)]
(—l<z<l,n=1,2 ...).

86. Mas propiedades de orden. Biendo P,(z) un polinomio de
grado n que contiene solamente potencias alternas de x, ea

a® = qPplx) + b2 L ean 4 1. o,

donde los coeficientes son constantes. Andlogemente, #%-% ¢s una
combinaci6én lineal de P, ,(x) y un polinomio de grado n —4, y asf
sucesivamente. Resulta, pues, que x* es una combinacién lineal de
los polinomios Pg(x), donde ¥ =n, n—2, ..., 16 0.

La derivada P'y{x) es un polinomio de grado n — 1, que contiene
potencias alternas de z, cada una de lag cuales puede escribirse como
combinacién lineal de polinomios de Legendre. En consecuencia,

‘s puede escribirse como combinacién lineal en la forma siguiente:

(1) ‘(@) = Ap_3Pp1(@) + Ay gPu o%) 4o

Para determinar 4; efectuamos los productos interiores de ambos
miembros por Py,

1
f Piz)Plylae) dx = AP, Py) (j=n—1,n—3, ...}
—1
Integrando por partes, la integral del primer término se convierte en
1 1
pepae| ~ [ PaterPte) de
A=1 —1

y esta dltima integral es cero porque P’y es una combinacién lineal
de polinomios de Legendre de grado inferior a n. Como, ademds,
Pr(l) = 1, Py(— 1) = (— L)¥, y (P;,Py) = 2(2j + 1)-1, resulta

La representacién (1}, vilida para cnalquier x, se convierte enton:
ces en

{2) ‘wlx) = (2n — 1)P,_(x) + @n —B)P,; 4(=) 4- ...
n=12,...),

terminando con 3P;(z) si # es par y con Fy(x) &l n es impar,
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Supongamos ahora que —1 < wx < 1. Entonces, |P,(z)|l =1
(Sec. 85), ¥ se deduce de la formula (2) que

Pogle) = dn—1) 4+ (dn—3B) + - - + 3 =n{2n + 1),
[P gpa(@) = (40 4+ 1) + (dn——B8) 4 - - + 1
=+ 1){2r 4+ 1),
Como n{(2rn 4- 1) = (2n)% vy w4 1}2n 4+ 1) < (2n + 1)2 es

{8) |P'ulz)] & n? ovando —1 =2 <1
=012 ...).

Derivando los dos miembros de la Ee. (2) y observando que
| Prp—sl)| << n?, |P'y_a(@)] << n% eto., cuando |z <1, se ve por el
método empleado anteriormente gue

(4) [Pp@) £n4  cusndo—l <z <1
\ (n=0,1,2 ...).

Andlogamente, |Py¥)(z)] = n"® cnando k=3, 4, ... [z} = 1.
Reunimos ]ag propiedades de orden de Py eomo sigue.
Teorema 1. Para fods enfero positive n, en todos los puntos del
intervalo — 1 < 2 <1, los valores de cada ung de las funciones

1 1
|Pal)], — 1P'n()l, — [P nla)s - - -
n ”
nunca exceden de la unidad. Para un valor fijo 25 (— 1 << xy < 1)
[P(H<M“ n=1,2
X = "= ’ss"':
n{Ta NG ( }

donde (Sec. 85) el valor de M, depende solamente de x,.

87. Series de Legendre. De la ortogonalidad de Py, y de la fér-
mula (8), Sec. 84, para las normas de estos polinomios se sigue que la
sucesion de funciones

(1) bufz) = V1 + T Pyla) m=912...)

es ortonormal en el intervalo (— 1,1). Lag constantes de Fourier con
respecto a esa sucesién, de una funcién f definida en el intervalo, son

tn=(fide) = VA £, | FEPE dE

—1
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La serie generalizada de Fourier correspondiente & f es

w-‘ -] 1
2 enbula) = D, (n + ) Palz) j FEVPR{E) d.
1

=0 =0

Esta correspondencia puede escribirse

(2) D AuPy() ~ f(z) (—l<z<l,
donde "=
(3) Ay =2 EL f{x @ de  (n=0,1,2,...).

2

La serie (2) con los coeficientes (3) es la seric de Legendre correspon-
diente a la funcién f. En la seccién siguiente demostraremos que
converge a f(x) bajo las condiciones que se enuncian en este
teorema.

Teorema 2, Sea funa funcidn casi-continua en el intervalo (— 1,1).
Entonces, en cada punto interior x del intervalo en el gue f es continua
y posee derivadas a la derecha y a lo iequierdn, la serie de Legendre
correspondiente a f converge a flx), esto es,

) f@) =Y, AnPu(@) (—1<z<l),

nem()

donde los coeficientes Ay estdn dados por la férmula (3).

La demostracién puede ser extendida para demostrar que la serie
converge a la media de los valores f(z + 0) ¥ fixr—0) cuando f
tiene un salto en el punto interior z, si existen alli ambas derivadas

unidirecoionales 1.

En el caso de que f sea una funcidn par, el producto f(z)Pa(x) es
también par cuando n es par, e impar cuando n es impar. En conse-
cuencia, dypy =0, ¥

L |
(8) Agy = (41 + 1) f Jiw)Pon(x) d =012 ...).
LV

Por tanto, cuando f es cesi-continua en el intervalo (0,1) y sus deriva-
das unidireccionales existen en un punto x (0 <o <1) en e que f

1 Ver D. Jackson, sFourier Serics and Orthogoenal Polynomla.lan péga. 65 ¥
siguientes.

»
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e continua y cuando A, tiene los valores (B), entonces

(6) f2) = ) AgpPon(a) 0<z<1)
m=i)
porque el Teorema 2 es aplicable a la extensién par de f.

Anglogamente, cusndo f salisface esas mismus condiciones en el
intervalo (0,1) y en el punto x se tiene que

(M flx) = Z Agp i1 Ponn(@) (0 <<z <)
donde e
1
8) Agnyy = (43 - 3)f @ P de  (n=0,1,2 ...}
0

Las dos sucesiones de polinomios {P,,} ¥ {Pes+1}, ortogonales en
el intervalo {0,1) son, por tanto, cerradas en el sentido de convergen-
cia puntual.

88. Convergencia de las serieg. Para demostrar el Teorema 2, con-
sideremos un punto @, interior al intervalo (— 1,1), en el que la fun.
cién f es continua y posee derivadas unidireccionales. En. 24 el valor
de la suma de los m primeros términos de la serie de Legendre puede
escribirge

™

B
(1) Sp(we) = 3, AaPalze) = | fi2)Kn(z,ze) dz
—1

=il
donde— 1 <Z2y<<1 ¥

2 1
(2) Kplw,z,) = z —-?}TJF— P} Pn{,).

n=g

Begun la formula de recurrencia (5), Sec. 84,
(3)  (Zn 4 laPy(r) = {n + )Py ul@) + nPp®) (=12, ...)

Esta ecuacion lleva a una expresién més breve de Kyp. Después de
multiplicar los dos miembros de la Ee. (3) por Py{z,) y log dos miem.
bros de la ecuacidén

(2n + Dz Pplzo) = (1 -+ 1)Py () - 0Py (%)
por Py(x) resulta, restando miembro a miembro y utilizando la notacién

(4) Bu(z,2g) = Pn{®)Pp_y(@g) — P a—1{%) Prizg),

T
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que
{27 + 1)(& — zo)Pu(x)Palze) = (n + 1)Ry4q{(%%0) — nBg(2,zy).

Cuando se utiliza la expresién aquf encontrada para (2n + 1)P,{z)
Pplag) en la suma (2), se obtiene después de simplificar

6 Koy = T 1 Prt@Pn(ol = PP (2

2 ‘x—'xo

8i & 3£ 2. Pero el numerador de la dltima fraceion, que es Ry (z,2,),
o8 un polinomio en 2 que se anula cuando z == x,, y, por tanto, con-
tiene como factor 8 & — @y, ¥ en consecuencia la fraceién tiene un
fimite cuando & —» x. Obsérvese que la Ee. (5) estd de acuerdo con
la definicién (2) euando m = 0.

Segiin las Ees. (1), (4) ¥ (5),

(6) Sinltig) = — ; 'y Fmealeo)

de,
e i—1 T — &y

Consideremos por el momento el caso especial f(x) = 1 = Py=).
Entonces, 4 =1y dyp=0(n=1,2, ...}y, en vista de Ia Ee. (1)
Smlrg) = 1. Resulta entonces de la Ec. (6),

.1 'R ) '
) p =t J ) gy 1 cgy <.

2 ] T— g

Multipliquemos ahora los dos miembros de la Ee, {7) por flz,) v
restermos miembro a miembro el resultado de la Eec: (8). Se obtiene

Sonlze) — fle) = f ) L) b )
2 eS—1 r—
esto es,
8)  Smlzn) —f(o)
m--1 1

_mtl J F o) P 11(2) Pon(0) — Pra(2) Prpinlo)] diz,

Fo(x) —_ f(z) _f(xﬂ).
x— g

donde

Como Fylxy +-0) y Fy{xy —0) son las derivadas unidireccionales
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de la funcién dada f en el punto xz,, F; es casi-continua en el inter.
valo (— 1,1). Sean O, los coeficientes de Fourier de F,, correspon-
dientes a la sucesion ortonormal de funciones ¢m = {m + 1/J" Py,
Entonces la Eec. (8) puede escribirse .

9)  Smlzg) — f(zy)
m + 1 . m+1
 %m + ¥y

Pos(70) Oy ~— S T+ Vg P 1(#5)Crm.

Pero |Pulz,)| < Mym~, donde M, es independiente de m (Teo-
rema 1). Por tanto, se sigue de la Ec. (9) que

[Sem{o) — flag}] < Mo (IOmH! + |0

¥, somo Cp — 0 como m — oo (Sec. 28), se verifica que

(10) lim Sn(zy) = f(o) (—1 < % < 1).
-y G0
Esto compieta la demostracién del Tecrema 2

PROBLEMAS

1. 8i flz} = 0 cuanda — 1 < & < 0 ¥ flz} = I cuando 0 < & < 1, emplear
el Teorema 2 ¥ loe resultados encontrados en los Probs. 1 y 5, Sec. 84, para
dernostrar gque

. 1 1 -
fi) = 5 Po@) + 5 ) [Punl0) — Panyal0)1Panil)

1 3 - Lin+3 ()
= A4 -z e 1y L - Pans.
o ™ 4$+%( " in T4 peapeyi” )

cunndo — I < 2 < 1 y # =& 0. Ohsérvese que si come definicién se da a f{0)
el valor ¥/, el desarrollo es también vilido cuando z = 0.

2. 8iflwg) =0 cuando —1 <2 =0y j(:t) =z cuando 0 =& < I, {a} ex-
plicar por gué f estd representada por su serie de Legendre en cada punt.o del
intervale — 1 <<z << 1; (h) demostrar quoe Ay, = 0. cuando n =1, 2, ... ;
(¢} determinar los cuatro primeros términos no nulos del desarrolio

Solucidn  fla) = My - YoPylo) - *foPyla) — Yo Lolz) +- ...
(—1l <& < 1.

3. Demostrar que, pare todes los valores de a,

() &t = Vo Pylz) + Y Pylak (b) 27 = 3 Pilx) - ¥ Pslx).
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4. Desarrollar la funeidn f(x) = 1 {0 < & << 1) en serie de polinomios de
Legondre de grado impar, en el intervalo (0,1) 1Qué funcién representa la
serie en el intervale —1 < = < 0%

Selucidn 1 = 2‘ (—1)m

L T1]

n+3 (In)t
2n - 2 23R(nl)0

~— Papula) (0 <2 < 1),

5. Obtener algunes pocos de los primeros términos de la répreaentacit’m da
la funcion f(z) = « en el intervalo 0 = x <2 1 en serie de polinomios de Legen-
dre de grado par para demostrar gque

= Y Polx) + 5!8PI(x)__ HePole) + ... =z <1)

Natese por qué la representacién debe ser vilida cuando z = 0 y gué funcidn
repregenta la serie en el intervalo — 1 << 2 < 1,
8. Explicar por qué se verifica que (a) cuando — 1 < 2, << 1, e8

lim Paf{zy) = 0 {(n=10,1,2,...);
L) .
{b) engndo f es casi-continua en el intervalo (0,1), es
1
lim (4n + 1) f F(@)Panl@) dz = 0.
Pl o0

7. Dar detalles de la deduceion de la Ee. (2), See. 85,
8. Dar datalles de la deduccién de la férmula_. {6, Boc. B8,

89. Problemas de Dirichlet en regiones esféricas. Como primera
aplicacién de lass series de Legendre determinaremos la funcién
arménica ¥V en el dominio r < ¢ tal gque V' tome unos valores prescri-
tos F(9) en la superficie eaférica r — ¢ (Fig. 24). Aqui r, ¢ 7 0 8on
epordenudas esféricas, ¥y V es independiente de ¢. Por consiguieate,
V satisface la ecuacién de Laplace

| o ___8 9?_11'_-
) réﬂ( )+se oae(en )_H

en el dominio # < ¢, 0 <2 § < = y la condicién

(2) im V = F(6) Q<< mr<o)y

b d

ademds, ¥ y sus derivadas parciales de primer y segundo crden han
de ser continuas en toda la region interior {0 S r<e, 0 20 < m)
de la esfera.

Fisicamente, la funciéu ¥ puede representar temperaturae esta-
cionarias en una esfera sdlida r < ¢, ‘euya temperatura superficial

5



226 SERIES DE FOURIER Y PROBLEMAS DE CONTORNO [SEC. 89

depende solamente de 6; es decir, la temperatura de la superficie es
uniforme en cada circunferencia 9 = 6, r = c.

Ademds, V represents potencial electrostdtico en el cspacio r ~ ¢
libre de cargas, ecuando ¥V = F(9) en el contorno r = c.

z

Frg, 24

Introduzeamos aqui una nueva variable xr, donde

x = cos 0 0=0sn).

En la Ec. (1} la forma diferencial en 6 puede escribirse

1 & 1 8V g eV
— - (1 —cos?8) -—- — | = (1 —a?) — |.
sen 0 06 gen & o6 or oz

si ponermos F(8) = f(cos 8), entonces V(r,x) satizsface las condiciones

(3) V) + [(1 — 23)Vz]e = O r<<e,—1<z<l)
4) Vie—02) = f(z) (—1<ax<l),

¥ V y sus derivadas de primer y segundo orden han de ser funciones
continuas de r yz cnando 0 = ¢ < ¢, —1l =z = 1.

Consideremos una solucién de la Eec. (3) de la forma R{r)X(2) que
satisfaga las condiciones de continuidad. La separacién de variables
muestra que, para alguna constante i, X(x) debe satisfacer la ecua-
cién de Legendre

(6) [(1— 28X’ + 2 X =0 (—l<e <)

donde X, X’ y X" han de ser continuas en el intervalo cerrade — 1 =
£ 2z = 1. Excepto cuando X{x) es idénticamente cero, hemos visto
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(Sec. 83) que esas condiciones son satisfechas unicamente en el caso
de que X tenga uno de estos autovalores

l:ﬂ{'ﬂ—'—l) (n_—_0,1,2,...);

entonees X = Pylx). La separacion exige también que, para la miama,
constante i, r(rR)” = AR; esto es,

(6) 2R + 2rR —n(n + 1)R = 0 r < 1).

Ademds, B ha de ser continua enando 0 = ¢ <7 1.

La Ee. (8) tiene la forma de una ecunacién lineal de Cauchy, qgue
sc reduce a una cou coeficientes constantes con el eambio r = ef. Su
golucién general es

(7) R = Oy 4 Cprn-1,

como puede ficilmente comprobarse. La continuidad de R cuando
0 < r < ¢, en el origen r = O en particular, exige que ¢, = 0.

Lag funciones r%Pp{x) satisfacen, por tanto, la ecuacién de La-
place (3) y las condiciones de continuidad. Formalmente sz combi-
nacién lineal generalizada

®) Vom = 3 4, ("") Pafa) r <o

f=0

es una solucién de nuestro problema de contorno si los coefictentes Ay,
son tales que Fe,z) = f(z); esto es,

(9) f@) = D, AuPal@) (—l<e<l)

fimaf}

Suponemos que f y f' son ecasi-continuas en el intervalo (— 1,1).
Entonces, la Ec. (3) es la serie de Legendre que representa f, vélida
en cualquier punto (— 1 < & < 1), donde f es continua (Tecrema 2)
cuando

(10 ??—ajlf S(E)Pu(E) A2 n=012 ...

La funcién arménica V estd dada entonces por la férmula (8) con
los coeficientes (10). Como funcién de r ¥ 6,

o 2n A 1 " ™)
ay V= 2-?"?;}*—(-2) Beos 6) | JOB@E (¢ S0l
nomil v
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Mds adelante se hardé una comprobacién completa de esta so-
lucitn. )

L funcién arménica W en el dominio no acotado r > ¢ exterior o la
supetficie esfériea r = ¢ que toma los valores f{cos 0) en esa superficic
¥ que tiende & cero cuando r — oo, puede encontrarse de manera
andloga. En la Ec. (7), C; =0 si R ha de anularse cuando r — oo,
v nuesfras soluciones particulares son r~#-1F,(x). La férmula que
da W se convierte entonces en

g n+1
12) Wirz) = 3 An {;) * Po(2) {r > o),

ne=rl

donde A, tiene los valores (10) y @ = cos 8.

Verificacién. La férmula (8) puede ser establecida como solueién
de nuestro problema en V siguiendo el método empleado en la See. 61.

Para demostrar que V{r,r) satisface la condicién de contornc (4)
para cualquier valor fijo de = donde f(z) es continua, observaremos
primero que, segiin la representacién de Legendre (9), la serie (8)-
converge & f(x) cuando r = ¢. Pero la sucesién de funciones (rfc)»,
n=10,1,2, ... estd acotada y s monétona con respecto a », y apli-
cando el criterio de Abel {Cap. 10) se comprueba que la serie (8) es
nniformemente convergente con respecto & r (§ < r 5 ¢). Por consi-
guiente, ¥ es una funcién continua de r, v Vie — 0,2} = Vle,z) =
= f(a).

Los términos de la serie (8) pueden escribirse como producto de
los tres factores Agfn, Pylz) y n(rfc)® cuando # => 0. Los dos primeros
factores estin acotados para todos los valores de n y o que aqui se
congideran. El tercero es no-negativo y ne mayor que nirg/c)*® si
0 =+ =7y Cuando #¢ << ¢, Ia serie de términocs n(ryfc)? converge.
Por vonsiguiente, la serie 8 converge uniformemente con respecto a
ryzenando 0 £ v =7y v —1 < 2 = 1. Resulta asi que V o8 conti.
nug en todo el interior de la esfera y estd acotada cnando 0 < r <
=ty < ¢ .

Pero la seric de términos nk(rgfc)t converge también siempre que
( << 7y << ¢, para eualquier valor positivo fijo de R. Como n—2P'(x)
¥ n 4P y(x) estdn acotados (—1 <z =<1, n=1, 2, ...} segun ¢l
Teorems 1, se deduce facilmente que la serie {8) es dos veces deriva-
ble con respecto a r v x cuando ¢ < ¢ ¥y que lag derivadas de ¥ son
continuas eén el interior de la esfera. Como todog los términos de la
gerie satisfacen la ecuacién de Laplace, la suma de la serie {ambién
la satisface,

Esto completa la verificacion de la formula (8). La solueién {12)
pata la funcién armdnica W en la regién exterior puede establecerse
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de la misma nanera. Poniendo sf¢ en lugar de ¢fr en la férmula que
da W se deduce de la discusién anterior de la serie (8) que r¥¥ estd
acotado para valores grandes de r (s < ¢, << ¢) y para todos los valo-
resdex(—1Sx=1).

90. Temperaturas estacionarias en un hemisferio. La basef =1/
de un hemisferio sélido r <1, 0 £ ¢ =< ,n se encuentra aislada.
El flujo calorifico a través de la superficie hemisférica se conserva a
unos valores prescritos, f(eos §), tal que el flujo resultante por unidad

i
4 e 1 #
TP

i, 25

de tiempo a través de dicha superficie sea cero, con objeto do que las
temperaturas puedan ser ostacionarias. Esto es, Fig. 25, f satisface

la condicién
=2
fleos )= sen $dG — 0

u

o, poniende z = cos 8,

(1) f ' () d == 0.
[ {

Si # cxpresa temperaturas como funcidn de ry 6, 6 v ¥ . la cou-
dici6n de que la base csté aislada toma la forma

1 9n
. == 0, citando § == 1fm
r ol
Pero u == — uy sen 8, de modo que la condieién a que eostd sujeta

u{rx} es

(2) wuz{r,0) = 0 (0 < v 1)

.
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El problema de contorno en u(r,x) consiste en la ecuncién de Laplace

3) rirwleye + (1 —2%u:le =0 (O<r<lLO0<z<l),

la condieién (2), ¥ la condicién de flujo
(4) Buy(l,2) = f(@) 0<e<l),

donde K es la conductividad térmica. Supondremos que f ¥ f* son casi-
continuas y que f satisface la condicién (1). Ademds, « ha de satisfacer
las condiciones usuales de continuidad cuandor < 1y 0 s 2 < 1.

Separando variables remplazande = en las Ees. {2) y (3) por
R{r}X(x}, e obtienen las condiciones

) (1 —29X7T +3X =0 0 <z<l,
X'0)=0,

donde X y X’ han de ser continuas cuando 0 < « = 1, y la condicién
r(rR)"" = 2R, donde R ha de ser continua. El problema singular de
Sturm-Liouville (5) tiene los autovalores » = 2n(2n + 1) y las auto-
funciones X = Pyy(z) (Sec. 83).

Deducimos ahora que B = 7. Se tiene, pues, formalmente que

w = 3 ByinPy(z)

=0

si las By son tales que queds satisfecha la condicién (4); esto es, si

(6) 2K 3 nBuPuy(z) = fl) (0 <2< 1).
w=1

Esta es la representacién de f en el intervalo (0,1) en serie de polino-
mios de Legendre de grado par {Sec. 87) si 2nK B, = A,,, donde

1
0 Ay = (n + 1) f fOPu®E  (n=1,2 ...)
Q

y si f es tal que 44 = 0, que es precisamente la condieién (1), queda
ag{ B, arbitrario y
' 1 1
e N ' - - o l
() =Byt X APl rElusz=),

fiwi

donde los coeficientes 4,, tienen los valores (7).
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La constante B, es la temperatura en el origen r = (). Las solu-
ciones de los problemag de Newmann contienen una constante adi-
cional arbitraria, porque todas las condiciones de contorno prescri-
ben valores de las derivadas de la funcién.

91. Otros sistemas orfogonales, La ecuacién de Laplace para
una funcién ¥V de las tres coordenadas esféricas 7, ¢, 9, donde de
nuevo ponemos r == cos 4, es

i) Ve + (L — 2Vl £ (1 —af) 3V = 0.

8i ¥ y sus derivadas han de ser continuas en todo el interior r < ¢
de una esfera, aquellas funciones han de ser periédicas en ¢ con
perfodo 2x. Entonces, por medio de una separacin de variables
se llega a las soluciones particulares

(2) #8(am cos m + by, sen mP)Pa(z)  (m,n=10,1,2, ...).

Las funciones X = P,™(x), llamadas funciones asociadas de Legendre
satisfacen la ecuacidon diferencial

{3 [(1 —=®X'T + [B(n + 1) —m¥(]l —22)-11X = 0.

Esas generalizaciones de Py, estdn relacionadag con Ios polinomios
de Legendre como sigue:

(4) Ppt{z) = (1 — afyhom ;; Py(x) (myn=0,1,2,...).

Para cada valor fijo de m el sistema Pym{z) ( = 0, 1, 2, ...) es orto-
gonal en el intervalo (- 1,1) con funcién peso unidad 1. Obsérvese
que Ppx) = Pplx) y P™(z) = 0,8 m >n.

Otras generalizaciones de los polinomios de Legendre son los
polinomios de Jacobi Ppi»3(x}, donde n==0,1,2, ..., >—1y
B = — 1, definidos por '

ol ot T — 2

Cuando o y §§ son fijos, esos polinomios son ortogonales en el inter-

! Para el estudic de las funciones asociadas de Legendre ver Cap. 15 de Whi-
taker y Watson, «Modern Analysisr 0 Cep. 3 de Hobeon, «Spherical and Ellip-
soidal Harmonicess. 8e da una aplicacién en See. 9.11 del texto de Carslesw and
Jaeger, iConduction of Heat in Solids»
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valo (—1,1), con funcién peso (1 — 2)%(1 + x)¢. Cuando &« = g = 0,
se reducen & Py(z), de acuerdo con la férmula de Rodrigues 1.

PROBLEMAS

1. 8i ¥ ea arménico en la totalidad del dominio r < ¢ ¥y 7 > ¢, 81 ¥ o
cuando r — oo, ¥ V' = 1 en la superficie estérica r = ¢, demostrar aprovechan.
do los resultados obtenidos en la Sec. 8 que ¥V = 1 cuando r ¢y V = ¢fr
cuando r 2 ¢,

2. Dar une férmule para la distribueidn de temperaturas estacionarias
u(r,0) en una esfera sélida + < 1, si para todos los valorea de ¢, (1,0} = 1
cuando 0 < § < Y ¥ %(1,6) = 0 cuando Y, < § < 7.

.~
Solucion u =, -} 1, Z [Panl0) — Py, z(uﬂf'z“_‘-q)zn+l(cos oy
=0

8. La bage 6 = ym, r << 1 de un hemisferio wdlido r £ 1, 0 = 0 < Yo
8o conserve & la temperatura u = 0, misntras ¥ = 1 en la supcrficic hemia-
férica r = 1, 0 < B < Y,m. Dedueir la férmula

o i ) JAnd3 @em p o
- — —_——————— - L ty
w(r,0} { ) I 25“(?1!)31' anyqlcos G}
B=0

pera la distribucién estacionaria de temperatura en el sélido.

4. La base § = f,;m, r < ¢ de un hemiaferio sdlido r Z ¢, 0 £ 0 £ ¥n s
encuentra aislada. La distribucion de temperaturas en la superficie hemisférica
eg fleos 0), Daducir la férmuls

e n a1
u(r,6) = z (4n |- 1) (:) Py (cos B)J nf(E}Pg"(E} dE

ne=i

para las temperaturaa estacionarias en el s6lido. Observar ademis gque u(r ) = 1
en el case do que f{cos §) = 1.

5. Una funeién F es armdénica y estd acotads on ¢l dominio no acotado
r>e 0= <2, 00 < Ym Bi ¥ == 0 en todo el contorno plano § = 1fmx,
r>cy ¥V = ficos )} en el contorno hemisférico » = ¢, 0 << 8 < 1,1 dedueair
Ia formula

=, Ipd 2 1
von = X0 (1) Puneos) [ A0PwnE o

fi=0

6. El flujo enlorifice Ku.(1,9) hacia el interior de une csfera sdlidn en su
superficie » = 1 ez una funcidn dada ficoe §), domde f cs tal que el flujo total

! Figura una introduceitn a los polimonioz de Jacobi, como lambién
a los de Heormite y Laguerre ertogonales en intervelos ho acotados, on el
reducido toxto de ID Jackson «Fourier Beries and Orthogonal Polynomials:.
También se tratn en ese texic de las ecuaciones diferenciales eatisfechas
por los polinomios mencionades, Ver también E.D. Rainville, «3pecial Fvne-
tiongs,



SEC. 91] POLINOMIOS DE LEGENDRE Y SUS APLICACIONES 233

de calor por unidad de tiempo hacia el interior del sdlido es cero, Demostrar
1

que entonoces FEYJE = 0, Siw = 0enelcentro r = 0, deducir la siguiente
—1

formula para las temperaturas estecionarias #{r,6) cnla esfera 0 < r < 1:

I w241 a1
= o D Paleos ) [ AEIPa(E) dE.
2K n —1

n=1

H

7. La funcién wu(r,8) expresa las tempernturns estacionarias en una eafera
hueea o = r £ b coando wia,0) = fleos 0} ¥ u(6,8) = 0, 0 < § < 7. Deducir
la férmula

""_,_ pratl __pamtl oy gy udd
wrty = X an = (7)) Bt
fe=()
2 + 1 1
donde Ay == ‘2—f JIEYPA(E) dE.
—1

8, Bi u(w,t) representa las temperaturaa en una barra aislada no homogénea
—1=Zz=1 alo largo del eje da lag z, en la que la conduetividad térmica
ed proporeional a 1 — % la ecuacion de! calor tome. la forma

B I 21
— b~ | (Ll —a -
o o o
donde b == 0 y es evnstante si ci coeficiento térmico ¢, €8 ronstante {Sce G ¥

Prob. 8, 8ee. 7). Lo extremos = =~ +- 1 estdn aislados porque alli la conducti-
vidad se hace cero. 8i u{x,0) = fiz} (— 1 < 5 < 1}, dedueir la férmula

oy 2n 4+ 1 1
= 3 T oxp Lt + 0bIPa) [ GNP B
n=0 2 —1 :
9. Cuando flx) — x® (— | -2 <2 1) en el Probh, 8, demoatrar quo

ufwd) = Y, 4- (@t —1/,) exp (— 651).

10. La distribuecién inicial de temperaturas en uns esfera gilida r = 1 es
unu funcién preserite f{cos 0) independiente de las coordenades esféricas r
Yy@-Bikwlyz=ncosf 0<0<rx, la Mnién de temporaturas u(r,x,f) sa-
tisface la ecueeién del ealor en la forma

iy = v{ru)e -+ {1 — r¥ree]e

¥ ias condiciones usuales de continuidad, Supuesto que v — 0 cuando v =
soparar variables en el problema para obtener soluciones Bir) X{z)T{}} de las
condiciones homogéneas, demaostrando qus X satisface la ecuacidn de Legon-
dre, dondo 2 = nin + 1}, ¥ que

riRY f 2r R4 [t —nin 4 1}142 == 0, Ry -

Verificar que R = rhda (i), donde p = py, son las raices do la ecuucion
Japtp (e} = 6. De este forma, sin compietar la eelucion para «, demostrar que

REX(2Y'(t) = rMhSapp {1 FPalz) exp {—p ).



CAFITULO 10

UNICIDAD DE LAS SOLUCIONES

Demostraremos algunos teoremas por medio de los cuales se pue-
den obtener soluciones formales de ciertos tipos de problemas de
contorno. Obtenida una solucidn, ésta podrd ser una de las posibles
0 la inieca posible. Cuando el enunciado del problema no exija una
adecuada continuidad de la funcién inedgnita o de sus derivadas,
podré aparecer una multiplicidad de soluciones como se vio en el
Prob. 10 de la Sec. 67.

El criterio de Abel para la convergencia uniforme {Teorema 1) nos
permitird determinar otras propiedades adicionales de eontinuidad
de soluciones obtenidas en forma de serie, propiedades que serdn
utiles tento para establecer scluciones como para demostrar que
una solucién es umica. Los restantes teoremas dan lag condiciones
para que exista solamente una solucién. Se aplican a estos tipos espe-
cificos de problemas, v =sus aplicaciones quedan atin més limitadas
porque exigen un grado de regularidad més bien alto de las funciones
de que se trate. . :

92, Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme. Designe-
mos por sg(x) la suma de los n primeros términos de una serie de
funcicnes X;(%) que convergen & la suma s(x):

() sal@) = X Xy(2), 5(z) == lim sa(%).

N
imm i

Supongamos que la serie converge uniformemente con respecto
a x para todos los valeres de x en algin intervale. Entonces, como
se vie en la Sec. 14, a todo namero positivo e se puede hacer corres-
ponder un nimero %, independiente de =, tal que

|#{x) — sn(x)] << 1/2 ¢ siempre que # > n,

para cualquier valor de z del intervalo. Sea j un entero positivo
234
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cualquiera. Entonces
36 — Snigl = lan— 6 + 8 —8pigl S 6 — 8| + |8 —8nagf < e

Por tanto, una condicidn necesaria para la convergencia uniforme de
la serie es que, para todos los enteros positivos j,

(2) |8n 45{x)} — 8a(T)| << € slempre que n > %,.

La condicién (2) es uns condicién suficiente, es el criterio de Cau-
chy para la convergencia de la serie para cada valor fijo de =, aun
en el caso de que =, no sea independiente de x. Implica, por tanto,
que existe la suma s(x). Se verifica, pues, que para dos valores cua-
lesquiera fijos de » y =, y para el mimero dado e, existe un mimero
entero j,{x) tal que

(3) 18(x) — sp4s(z)| << & siempre que § > j(w).

Para demostrar que la condicién (2) implica convergencia uniforme,
designemos por # un entero determinado mayor que =, donde #,
corresponde al nimerc dado « en el sentido de que la eondicién (2)
ea satisfecha para todos los valores de z. Entonces, para cada valor
determinado de z la condicién (3) queda satisfecha cuando j > j.(x),
y como

t8 —8al = |6 —8n4s + Smis — a| £ |5 — a1yl + |85+ — 8al,
se sigue de las condiciones (3} y (2) que
{4} |s(x) — 84()] < 2¢

donde §j > j.(x) ¥y » > n,. Resulta asl que |s(z) — sp(z}|, que es inde-
pendiente de j, es arbitrariamente pequefia para cada valor de x
ouando n > n,. Al ser », independiente de ¥ gqueda establecida la
convergencia uniforme.

Obsérvese que aquf x puede designar igualmente un conjunto de
variables independientes (%, @5, ... 2m), gue representan todos los
puntos en algin conjunto B, de puntos en un espacic m-dimensio-
nal. La convergencia uniforme es entonces con respecto a todas las
m variables en Fp,.

93 Criterio de Abel para la convergencia uniforme, Establecere-
mos ahora un criteric para la convergencia uniforme de series infini-
tas cuyos términos sean productos de funciones de ciertas clases.
Ya se han utilizado anteriormente (Secs. 61, 79 y 89} las aplicacio-
nes de este criterio oon ¢l objeto de verificar las soluciones formales
de problemas de contorno.
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Las funciones que forman la sucesién T,{f), i =1, 2, ... estdn
uniformemente acotadas para todos los puntos ¢ de un intervalo si
existe una constante X, independiente de ¢, tal que

(1) 1T4(t)] < K (t=12..)

para todos los valores de f del intervalo. Le sucesidn es mondtona
con respecto a 1 si para todo valor de { del intervalo se verifica una
de las dos relaciones

(@) Ten) < Tt (=12 ..
o bien, para cada {,
3) Tilt) 2 Ty (=12 ..)

La forma generalizada de un criterio debido a Abel indica que
cuando los términos de una serie uniformemente convergente se mul-
tiplican por funciones Ty(t) del tipo que acabamos de deacribir, la
nueva gerie es uniformemente convergente.

Teorema 1. Lg serie
w

“ S P v

=1
converge uniformemente con respecto ul par de variables x y ¢ en uwna
reqidn K del plano xt supuesto que (a) by serie 2‘ Xi(x) converye unifor-

memente con respeclo ¢ x para todos los mlorw de x tales que (x,4) estd
en R, y (b) para todos los valores de t tales gue (z t) estd en R, las fumwnes
Ty(t) estdn uniformemente acoladas y son mondlonas con respeclo ¢ £
i=1,2 ...}

Des1gnemos por 8y la suma parcial de Ia serie (4):

Bu(wt) = 3, Xi@)Te).

i=1

Como se vio en la seceién anterior, yuedard establecida la convergen-
cia uniforme de esta serie si demostramos que a cada ndmero posi-
tive = corresponde un eatero », independiente de x y ¢, tal que

| S} — Splzf)] < e siempre que » > n,

para todos los enteros m == + 1, » + 2, ... y para todos los pun-
tos {xf) de R.
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Designemos por s, la suma parcial
sa(x) = Xyfw) + Kofw) o -0 - - F Xalz).

lintonces, para cada par de nilmeros enteros m, = (m > 1), Sy — Sy
puede expresarse

XpuTopn 1 Xﬂ+2Tm-2 4ot Xl
= Bp1 — 58Tt + Guge — e Toie + 0 + (5 — 8p1) T
= Gnir = %) Ty + G — 8 npe — Bpia— 80)Thyg
+ oo (S — )T — (Sm_1 — 82} Tn-

Sumando términos alternos se obtiene

5} S8 = (841 — 80} (Tprs — Tyia) + (540 — Sn)(Tﬁz — sl
4 (e — ) Ty — T} + (80— sa) T

Supongamos ahora que las funciones T'; son no-crecientes con
respecto a 4, satisfaciendo asf la condicién (2). También satisfacen ia
condicién (1} de estar uniformemente acotadas. De ello resulta quc
los factores Ty .y — Tpigs Tpap ~— Tnyas ete., de la Ee. (5) son no-nega-
tivos y [74(t) < K. Como la serie de términos Xi{x) converge unifur-
memente, existe un entero ». tal que

|8+ 5(2) — Sulx)t < ;{, siempre que # > n,

para todos los enteros positivos §, donde ¢ es cualquier namero posi-
tivo dado ¥ %, es independiente de x {Sec. H2). Entonces, sin > =, y
m > n s¢ deduce de la Ee. (5) que

1S — Sl < 37} [Tty — Tasa) + (Lare — Tusg) + * = [Tl]
= = (Taey— T+ {Tal) S o (Twnad + 21T

Por tanto, |8l t) — Sulz,8)] < & siempre que m > n > %,

y queda establecida la convergencia uniforme de ja serie (4).

La demostracién es semejante en el easo de que las funciones T,
sean no-decrecientes con respeeto a ¢,

Cuando z se conserva fijo, la serie de términos es una serie de cons-
tantes y el solo requisito que se exige de esta serie es que sea conver-
gente. Entonces, el teorema muestra que, evando Ty estdn acotadas
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¥ son mondtonas, la serie de términos X,7'((t) es uniformemente con-
vergente con respecto a f.

Las extensiones del teorema a casos en los gue X; son funciones
de # ¥ t, o donde Xy y T’y son funciones de varias variables, resultan
evidentes si se cbserva que nuestra demostracién se basa en la con-
vergencia uniforme de la serie de términos Xy y en la condicién de
estar acotadas y ser monétonas las funciones 7'y,

94 Unicidad de las soluciones de la ecuacién del calor. Sea I} un
dominio consistente en todos los puntos interiores a una superficie
cerrada 8 y D el conjunto de puntos, consistente en todos los puntos
de D y todos los puntos sobre 8. SBupondremos siempre gue la super-
ficie cerrada S es lisa por paries; es decir, es una superficie continua
congistente en un ndmero finito de partes para cada una de las cuales
el vector normal unidad dirigido hacia el exterior varia de maners
continua de un punto a otro. Entonces, asi W es una funcién de =,
¥ ¥ z continua en D, en unién de sus derivadas parciales de primero
¥ segundo orden, una forma generalizada del teorema da la diver-
gencia expresa que

x ) k] dW ] Ii
JJ w4 :[ ff(Wv2W+ Wot -+ Wy + WA V.
& dn L D .

Aqui d4 es el elemento del drea en &, dV representa el producto
drdydz, vy dW/dn es la derivada en la direecion de la normal a §
dirigida hacia el exterior 1.

Consideremos un sélido homogéneo cuyo interior es el dominio D
¥ cuyas temperaturas en el momento { estin expresadas por u(z, y, 2, t).
Un problema bastante general de conduccién del calor es el siguiente

(2} Up = kvzu + ?S{x!y:z,t} [(x»y»z) en D: > 0];
{3 w(xy.2,0) = flx,y.2) ((z.4.2) en D],
(4) % = g{2,y.%,8) [{x,y,2) sobre 8, ¢t = 0].

Es éste el problema de determinar temperaturas en un cuerpo con
temperaturas iniciales preseritas f(z,y,z) y temperatura en la super-
ficie g{z.y,2,t), y en el interior del cual puede generarse calor conti-
nuamente de modo que ¢l generado por unidad de volumen y en la
unidad de tiempo sea proporcicnal a ¢{x,y,z,t).

Supongamos que el problema tiene dos soluciones

U = ui{z:y:z"): . % = .ﬂz(zsy.zﬁ),

! La férmula (1) ee encuentra aplicandc el toorema bésico de la divergencis
utilizado en la Sec, & al campo vectorial grad W. Ver, por ejemple, W, Kaplaa,
«Advanced Caleulus: p. 274, 1852,
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donde tanto %, como u, son funciones continuas en la regidn cerrada D
cuando { = 0, mientras que sus derivadas de primer orden con res.
pecto a £ ¥ de primerc y segundo orden con respecto a x, ¥ ¥ 2 son
continuas en D cuando t > 0. Como u, ¥ u, satisfacen las condicinnes
lineales (2), (3) ¥ (4), su diferencia

u"(xayazs” = ul.(Z,?l,z;t) - ue(x;?fszi)

satisface el problema homogénea

(5 Wy = kvzw [(x:ysz) en Da L 0]:
(6) w(z,iy,2,0) = {) [(®,,2) en D],
(7) w =0 [(z,y,2) sobre 8, t = 0].

Ademds, w y sus derivadas tienen las propiedades de continuidad
de u; ¥ u, que antes se han supuesto.

Demostraremos ahora que w =0 en D cuando t >0 de modo
que las dos soluciones u, y u, resultan idénticas. De ello se seguird
que no puede existir mds de una sola solucién del problema de con-
torno en % si ge exige a fa solucién que satisfaga las condiciones de
continuidad enunciadas.

La continuidad de W con respecto a las cuatro variables x, y, 2 ¥ ¢
en la region cerrada D cuande ¢ z 0 implica que la integral

(®) It =1, f J J TwlegmOP dV
[y 3 D

es una funeién continua de ¢ cuando ¢ = 0. Segin la condicidén (6),
I(0) = 0. Teniendo en cuenta la continuidad de wy cuando ¢ >0 y
la Ec. {6}, se puede escribir

I'() =vf‘ ffwwg eV =1k faj)f'wvgw av (t > 0.
. n 4 ) b

La férmula de Ia divergencia (1} es aplicable a la dltima integral
a causs de la continuidad de las derivadas de w cuando t =0, ¥,
por tanto,

fj [wv*de=Ifwdw A

. /D [ W dn

N f f J (we® 4 wy® + ) dV
. . SN
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cuando £ > 0. Pero como w = () sobre s, se tiene

I’(t}zﬁkj fj (we* + w? + wBdV =0,
. L3 D :

El teorema del valor medlo se aplica a I(t). Resulta entonces que
para cada ndmero positivo ¢ existe un nimero ¢, tal que {0 < ¢, < £)

1) — 10} = tI'tyy),

y como I{0) =0 e I'{t;) <0, resulta que I{t) = 0. Sin embargo, la
definicién (8) de la integral muestra que I(f) = 0. En consecuencia

It =0 (=0,

y, por ello, el integrando no-negativo w? no puede tener un valor .
positive en ningtin punto de D, porque la continuidad de w* exige
que w* sea positivo en un entorno del punto y entonces I{t) > 0.
Se tiene, pues,

wiz,yzt) =0 [{zyz}en D, t = 0],

y queda establecido el siguiente teorema sobre unicidad.

Teorema 2. 8¢ lo funcidn u satisface las siguientes condiciones de
regularidad: (a) es funcién continua con respecto a las cuatro variables
z, y, 2 ¥ t cuando el punto (z,y,z) estd en la regidn cerrada D yt = O;
(b} las derivadas de u presentes en la ecuacidn del calor (2) son continuas
en el mismo sendido cuando t = 0. Enlonces, st 4 e3 una solucidn del
problema de contorno (2) a (4), ez la dnica solucidn posible que satisface
las condiciones (a} y (b).

La condicién de que u sea continua en D cuando ¢ = O restringe la
utilidad del teorema. Claramente, no queda satisfecho si la funeién
de temperaturas iniciales f de la condicién (3) no es continua en la
totalidad de D, o si en alglin punto de § el valor inicisl g{w,y,2,0) de
las temperaturas prescritas en la superficie difieren del valor fx.y,2).
La exigencia de la continuidad en ¢ = 0 puede suavizarse en algu-
uos caaes 1,

Cuando las condiciones {e¢) ¥ (b} son aifiadidas & la exigenecia de
que # ha de satisfacer la ceuacida del ealor y las condiciones de con-
torno, nuestro problema de contorne queds enunciado de manera
completa, supuesto que tenga una solucién, porque ésta resultard la
tuniea posible.

! Ver, por ejemplo, la Sec. 73 del libro del autor «Operational Mathematicss,
1868,
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La demostracién del Teorems 2 requiere que la integral

[t

de la formula (9) debe anularse o tener un valor negativo. Se anulaba
porque w == () sobre §. Pero no es nunca posible que sea positiva si la
condicién {4} se remplaza por la condicién de contorno

d
(10) o= glayal)  [(aye) sobre St > 0]
"

donde & = 0. Porque en este caso dwfdn = — hw sobre 8, y wdw/dn =
< 0. Segin eso, nuestro teorema puede modificarse come sigue.

Teorema 8. El enunciado del Teorema 2 es cierto 8 lao condicidn
de contorno (4) se remploza por la condicidn (10}, o st (4) se saiisface
sobre parte de la superficie 8 y (10} sobre el resto.

95. Ejemplo. En el problema de distribucidn de temperaturas
en un paralelepipedo con caras aisladas x = 0 y & = = y temperatura
inicial f(z) (Sec. 62b), supongamos f continua y f* cagi-continua en
el intervalo 0 < # < = Entonces, la serie de Fourier de cosenos
de f converge uniformemente a f(x} cn ese intervalo.

Degignemos por u(z,t) la suma de la serie

(1) g +- Z g exp (— nPki) cos nx =z =xt=0)

el

obtenida eomo solucién formal del problema y donde &, son los coefi-
cientes de la serie de Fourier de cosenocs de f.

Utilizando el criterio de Abel (Teorema 1), se puede comprobar
que la gerie (1} converge uniformemente con respecto al par de varia-
blea x ¥ t en la regién 0 S x £ =, £ 2 0; y, por tanto, u es allf con-
tinza. Cuando # = ¢,, donde £, es 1 niunere positivo cualquiera, la
serie obtenida derivando término a término la sgerie (1) cualguier
ntmero de veces con respecto 8 z 6 a { es uniformemente convergente
de acucrdo con el teorema de Weieratrass. De ello se deduce que «
no solamente satisface todas las condiciones del problema de con-
torno {comparar con Sec. 61), sino que, adem4s, %, %, ¥ tyg son fun-
cicnes continuas en la regién 0 <2 = =, ¢ > 0. En consecuencia,
» satisface las condiciones de regularidad (2) y (b) del Teorema 2.

El problema de temperaturas en el paralelepipedo es el mismo que
el problems en una barra prismética con sus bases en los planos 2 = 0
¥y 2 == n y con su superficie lateral, paralela sl eje de las =, aislada

18
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(du/dn = 0). Consideremos el dominio I} formado por todos los pun-
tos interiores del prisma. Entonces, la aplicacién del Teorema 3
demuestra que la suma wu{x t) de la serie (1) es la vinica solucién que
satisface las condiciones () y ().

PROELEMAS

X. En ol problema de distribueién de temperaturas en e} hemisferio r & 1,
0 = 0 =< Y,m, resuelto formalmente en la 8ec. §0, supongase que § y f* son casi
continuas. Utilizando el criteric de Abel y lns series de Legendre, demostrar
que para cada valor fijo de & (0 < 2 < 1, ¥ = cos B), donde f es continua, la
serie de la solucién (8), See. 90, ¢s decir, la

+ g E - Agprin Pyp{z),

n-l

converge uniformemente con respecto a r [0 = r = 1). Demostrar también
que la serie es derivable con respecto a r ¥ que

Eur(l — 0,2) = fl),

donde w(r,z) es la suma de la serie.

2. Enel Prab. 10, See. 62, sobre las temperaturas u{z,) en un paralelepipedo
inicislmente con temperaturas fix), ¥ en el que en todo su interior se genera
-ealor proporcionalmente al tiempo, supdéngase que [ es continua y f' casi con-
tinua (0 < z £ ®) ¥ gue fI0) = fir) = 0. Demostrar gue la funeién u(z,t) aill
dada es la dnica selucién del problema gue setisface las condiciones de regula-
ridad (a} ¥ (b} enunciadas en el Teorema 2.

3. Establecer la golucién del Prob. 13, Bee. 62, y demostrar gue eg la Gnica
saluoidn posible gue eatisface las condiciones de regularidad {a) ¥ {b) enuncia-
das en el Teorema 2, Obaervar gue en este caso el criterio de Woierstrass es
suficiente para todes las prucbas de la convergencia uniforme.

4. Suponientto que en la Sec. 79 la funcidn inicial de temperaturas f{g) en
ol eilindro ee continua (0 = p = e} ¥ que eu serie de Fourier-Bessel, alli ufili-
zada converge uniformemeante a flp) en ess intervalo, demostrar que la solucién
aili establecida os la vYnica que eatisface nuestras condiciones de regularidad.

96. Soluciones de la ecuacién de Laplace o de Ja de Poisson. Sea
W una funcién armdnica en un dominio D del espacie tridimensional
limitado por una superficie cerrada continua S que es uniforme por par-
tes. Supongamos, ademds, que W y sus derivadas parciales de primer
orden son continuas en el cierre D del dominio. Entences, por ser

(1} sz{x,y,z) =0 {(x:y;z) en D]’

la forma (1), Sec. 94, de la férmula de la divergencia Be convierte en

ffW—dA fff{wxuw,,wwza)dr.
/D
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Esta férmula es vdlida para la funcién W aungque hayamos exigido
que las derivadas de segundo orden sean continuas solamente en D,
no en la region cerrada J. No es dificil demoatrar que, come VW = 0,
resulta posible una modificacién de las condiciones usuales del teo-
rema de la divergencia 1.

Supéngase que W = 0 en todos los puntos de 8. Entonces la pri-
mera integral de la férmula (2), y, por tanto, la segunda, se anulan.
Perc como el integrando de la segunda es no-negative y continuo
en D, debe anularge en la totalidad de D; esto es,

3) Wom Wy=Wy=0 {(wy,2) en D1.

En conseonencia, Wix,y,2) es constante. Pero como es cero sobre §
v continua en D, W = 0 en la totalidad de D.

Supongamos ahora que dW/dn, en lugar de W, se anula sobre §;
o para hacer la condicién més general, supongamos que

aw
4) — W =0 [(%.y,2) sobre 8],

donde A 2 0 ¥ h es una constante o una funcién de z, y y 2 Entonces,
sobre §

aw
W—-=—aW2=0
dn

de modo que la primera integral en la férmula {2) es no-positiva.
Pero como la segunda integral es no-negativa, esta integral debe ser
nula y, por tanto, obtenemos de nueve las condiciones (3), de modo
que W es constante en D.

En el caso de que W se anule sobre parte de § v satisfaga las condi-
cionea (4] sobre €l reste de esa superficie, nuestro razonamiento sirve
todavia para demostrar que W es constante en D. En este caso la
constante debe ser cero. _

Designemos ahora por U7 una funcién continua en D en unién con
sus derivadas parciales de primer orden y con derivadas de segundo
orden continuas en D, que satisfagn ademds liz condiciones:

(5) VR (x,y,2) = flx.y,2) [(x,y.2) en D],

au
(6) P thU= [(x,y,2) sobre 8].

! Ver 0. D. Kellogg «Foundations of Potential Theorys p. 119,
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Donde f, p, b y g designan constantes o funciones de (z,y,2) dadas,
pero supeniende que p Z 0y A =0,

Las condiciones de contorno (6) incluyen casos especiales impor-
tantes. Cuando p = 0.sobre 8, o sobre parte de S, el valor de U estd
allf asignado, Cuando & = ( estd asignado el valor de dU/fdn. Desde
luego, » ¥ A no deben anularse sinmultdneamente.

Bi U= Uj(z,y2} vy U = Uylx,y,2) son dos soluciones de este pro-
blema, su diferencia

W=U—1,

satisface la ecuacion de Laplace en D y la condicién
aW
P-4+ AW =0
dn

sobre §. Ademés, W satisface las condiciones de regularidad requeri-
das de U} y de U,. Es, por tanto, arménica en D y W, y sus deriva-
das de primer orden son continuas en [i, De los resultados estableci-
dos con anterioridad para las funciones arménicas se deduce que W .
debe ser constante en la totalidad de D. Resulta, pues, que dWjdn = 0
sobre §. En el caso de que % sea diferente de cerc en algin punto
de 8, entonces W es allf nulo, de modo que W = 0 en la totalidad de D.

Acabamos de establecer el siguiente teorema de umnicidad para
problemag de electrostdtica o potenecial gravitatorio, temperaturas
estacionarias u otros problemas de contorno para las ecuaciones de
Laplace o Poisson.

Teorema 4, Sea Ulxy,z) una funcidn gue satisface las siguientes
condiciones de regularidad en un dominio D, Uimitado por una super.
ficte cerrada 8: (a) es continua en unidn con sus derivadus de primer
orden, en D, y (b) sus derivadas de segundo orden son continuas en D).
Entonces, 32 U es una solucién del problema de contorno consistenle en
las condiciones (5) y (6), es la dnica solucidén que satisface las condicio-
nes (a) y (b), con la posible excepcidn de U -+ C, donde C es una cons-
‘tante arbitraria, A no ser que b = 0 en todos los puntoz de 8, ea C = 0
v la solucidn rinica.

Es posible demostrar que este teorema también e aplica cuando D
es el dominio ilimitado exterior a la superficie cerrada 8, supuesto
que U7 satisfaga la exigencia adicional de que los valores absclutos
de rU, 20U, Uy, y +2U,.; eetén acotados para todos los valores
de r mayores que algin namero fijo, donde r es la distancia de (z,y,2)
al origen 1. Entonces, como U7 se anula cuando r — oo, la constante €
es cero y la solucién es Gnica. Debe observarse, sin embargo, que §

! Kellog, obre citade,
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es una superficie cerrads, de modo que esta extensién del teorema
no se aplica, por ejemplo, a dominios ilimitados entre dos planos o
al interior de un cilindro,

La condicidn () del Teorema 4 es severa porque requiere de IV y
de sus derivadas de primer orden que sean continuas scbre la super-
ficie §. Para los problemas en los que p = 0 sobre &, de modo que U/
esté prescrite sobre todo el contorno, la condicién purede suavizarse
de modo que solo se exija la continuidad de la propia U7 en 1, si las
derivadas con continuas en D. Esto se sigue directamenie de un
teorema fundamental en la teorfa del potencial: si una funcién que
no ses una constante es arménica en D y continua en D, toma sus
valores miximo y minimo en puntos de §, nunca en D 1,

97. Una aplicacién. Para ilusirar la utilizacién del Teorema 4
consideremos el problema de la Sec. 63 relativo a la determinacion
de las temperaturas estacionarias u{x,y) en una placa rectangular
con tres aristas a la temperatura cero y una distribucidén asignada de
temperaturas en la cuarta arista. Las caras de la placa estdn aisladas.
Para nuestro fin, es suficiente considerar uns placa cuadrada con
aristas de longitud =. Mientras se cumpla que dufdn = 0 en las caras,
el espesor de la placa no afecta al problema.

¥l dominio D es el interior de la regién limitada por los planocs
=0, 2=my=0y=mn 2=2 F 2 =2z, donde z y 2, son cons-
wantes. Entonces, 8 es el contorno de ese dominio. La funcién reque-
rida % es arménica en D. Se anuls en lag tres partes 2 =0, x=n
ey=rnde S,y u==_f(z) en la parte y = 0; ademds, u, = 0 en las
partes z = 2; ¥ 2 = z,. Se puede, pues, aplicar al Teorema 4 si » ¥
sus derivadas de primer orden son continuas en D.

Supongamos en primer fugar que « es independiente de z. Enton-
ces se tiene

(1) Ura(2,Y) + Uy} =0 (D <z <m0 <y <w)
(2) w(0,y) = u(my} = 0 . O=sy=n),
(3) w(z,0) = flz),  ulzz) =0 0=z<n).

La solucidn formal encontrada en la Sec. 63 se convierte en

-]

senh n{r —
% = Z — (l—y) sen nz,
gsenh nrx

(4)

nei
donde &y, son los coeficientes de la serie de Fourier de senos de f.

! Fisicamento, ¢l tegrema parece evidente ya gque enuncia que las tempera-
turas estacionaries no pueden tener valores méximos o minimos en €l interior
dr: un gélido on el quo no e genera calor. Pare une domostracién en tres dimen-
siones, vor Kollog. obra citada; sn dos dimonsiones, ver Churchill, «Complex
Variablea and Applicationss, sec. 54, 1960
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Pars demostrar que la funcidn {4) satisface las condiciones de regu-
laridad, exigiremos que f ¥ f' sean continuas y f” casi-continua
0=x=x)y que

F0) = f(m) = 0.

Los resultados encontrados en el Cap. 5 demuestran entonces que

(6) f@ =Y ysennz,  flz) = X nby cos na,

LS e

¥y ambas series convergen uniformemente en el intervalo 0 =z = =.
La segunda serie, obtenida por derivacién de Ia primera, es la serie
de Fourier de cosenos de f’, y como f es continua y f' casi-continua,
eata serie resulta no solo uniformemente convergente, sino que, ade-
méa, converge la serie de valores absolutos |nby,] de sus coeficientes.
Be sigue entonces del criterio de Weieratrass que la serie

) | Enh,senmc 0=z<m)

neei

también converge uniformemente con respecto a z.
Demostremos ahora que la sucesién de funciones

sen n{m—y)

(7)

m=12...,05y< )
8en nw

gue aparece en la serie (4) es mondtona y no-decreciente cuando »
sumenta, para oada valor fijo de y. Esto es evidente cuando y = ¢
¥ cuando ¥ = . Eas cierto cuando 0 < y < = si la funcién

senh
T(8) = e ¢>0a>p>0

decrece siempre al aumentar ¢. Ahora bien,

T'(t) senh? of — B senh ot cosh B — o senh ft cosh of
= — Yy(a — B) senh (« + B} + /y(x + B) senh {« — B)
. o — B2 |:_s§_nh (@ + B} senh (e — B)t]

2 o« 4B o—p
_ o — Bt i (o + B)" — (o — p)E* -
: (2n + I}

A=
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Los términos de esta serie son positivos, de modo que T"(t) < 0 y,
por tanto, T'(t) decrece al aumentar ¢.
Anélogamente, las funciones con valores positivos

® cosh n(x — ¥}

0 = n),
senh nr Osysm

que aparecen en la serie para uy, no aumenta nunca en valor cuando
# orece porque sus cuadrados pueden expresarse

1 [senh n{m — y)rl

senhf pw senh nrx

(@)

¥ todos los términos son no-crecientes.

Los valores de las funciones {7) claramente varian solamente entre
cero ¥ la unidad para todos los valores de n ¢ ¥ de que se trata. Las
funciones (8) estin también uniformements acotadas y pueden, pues,
emplearse en el criterio de Abel para la convergencia uniforme. De la
convergencia uniforme de las series de las ecuaciones {5}, ¥ la serie (6},
en el intervalo 0 £ & < =, se concluye no solo que la serie (4) con-
verge uniformemente con respecto al par x e yenla regibn 0 £ ¢ < =,
0 = ¥ = w, sino también que la convergencia uniforme se mantiene
para las series obtenidas derivando término & término la serie (4},
una vez, con respecto a z o a y.

En consecuencia, la serie {4) es derivable respecto a z & y y su
suma #(x,y) ¥ g © Yy son continuas en la regién cerrada 0 £« = =,
0 = y £ r. Claramente, % satisface las condiciones de contorno
@ vy @)

Las derivadas de segundo orden con respecto & z 6 y de los térmi-
nog de la serie (4) tienen valores absolutos que no exceden de

ao) g "R R — o)

senh nr

cuando 0 €2 < w e Yy, =y = w donde y, > 0. Escojamos M de
modo que |by| < M para todos los valores de ». Entonces, de las des-
igualdades

2 senh n{r — yo) < expu{r —y,), 2 senhnx = e (I — &7,
ge sigue que los nameros (10j son menores gue

M

1 —exp (— 2nw)

n? exp (— ng).
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La serie compuesta de estos términos converge, de acuerdo con el
criteric del cociente, pues y, > 0, y, entonces, el criterio de Weier-
strass asegura la convergencia uniforme de la serie de las derivadas
segundas de los términos de la serie (4) cuando ¥, = y < =. Resulta
pues, gue la serie (4) es dos veces derivable y también que w.r ¥ uyy
son continuas en la regidn 0 <2 L v, 0 <<y £ n.

Como los términos de la serie (4) satisfacen la ecuacién de Laplace,
la sume u(z.y) de esa serie satisface la condicién (1). Queda asf
establecida como una solucién de nuestro problema de contorno.
Ademés, v satisface nuestras eondiciones de reguiaridad, incluso con
respecto a z, ya que es independiente de z y «, = (0 para todos los
valores de las variables; en particular, en las partes de 2 =2, ¥
z =gz, de §. Segin el Tecrema 4, Ia funcién definida por la serie
{4) es la unica solucidn posible que satisface las condiciones de
regularidad.

98, Boluciones de una ecuacién de las ondas. Consideremos la
siguiente generalizacién del problema resuelio en la Sec. 66 para los
desplazamientos transversales en una cuerda tensa

(1} Yulz,t) = aMyza(xt) + Pzt O<z<e, t 2> 0)
2) ¥(0.0) = p(t),  wlet) = ¢t} (t 20),
3 y0) =fz)  ylr,0) = gl O=z=0)

Pero ahora exigiremos que y seade la clase C2en laregién B: 0 =2 =
St =0, con lo que queremos decir que y ¥ sus derivadas de pri-
mero y segundo orden, incluyendo ¥;: e ¥y han de ser funciones
continuas en R, Como se ha indicado en ejemplos del Cap. 7, a las
funciones prescritas ¢, p, ¢, f ¥ ¢ han de imponérseles ciertas res-
tricciones si ee quiere que el problema tenga una sclucién de la
clage C2,

Supongamos que existan dos scluciones y,(x.t) e y,(x,t) de esa clase,
Entonces la diferencia z = y, — y, es de la clase C* en R, y satisface
el problema homogéneo

(4) Zep(Z ) == aPzp (28} (O<<z<e, t>0)
(] 2(0t) == 0, z{ct) = t=0),
(6) 2z =0, 2w 0y = 0 0=z =q).

Demostraremos que z = () en la totalidad R, y que, por tanto, y == g,
El integrando de la integral

g

) 1(t) =1, J (gt -+ a~%f) da t = 0)
[+]
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satisface condiciones que permiten eseribir
¢
(8) I'(t) = f \Batm + a7 %2g) da.
o .
Como 2y = a%,, ol integrando anterior puede escribirse
9
Zz%tx -+ 2Rre = % {z220);

¥ en consecuencia, teniendo presente las condiciones (5),
(9 I’(t) = zz{c,b)zgle,t) — zx(o;‘)zﬂ(o»t) = 0.

Es decir, I{{) es una constante. Pero la definicién (7) mucstra que
I{0) = 0 porque 2(z,0) = 0 y, por tanto, z(x,0} = 0, v, ademés, es
2(2,0) = 0, y, finalmente, I{f) = 0. El integrando coatinuo no-nega-
tivo de aquella integral debe, por tanto, anularse, esto es,

2y(z,t) = zat) = 0 0=z=<etz0)

de modo que z es constante; de hecho 2(z,t) = 0 porque z(x,0) = 0.

Resulta, pues, que el problema de conforno consistente en las condi-
ciones (1), (2) y (3) no puede tener mds de una solucidn de la clase €*
on RB.

En el caso en que se prescribe ¥, en lugar de y en el extremo, en
una de las condiciones (2}, o en ambas a la vez, la prueba de la uni-
cidad es todavia vélida porque la condicién (9) sigue siendo satis-
fecha.

La exigencia de continuidad de las derivadas de ¥ es severa. Las
soluciones de muchos problemas sencillos en Is ecuacién de las ondas
tienen discontinuidades en sus derivadas 1,

PROBLEMAS

1. Bupdngase nue ¢n ol problema do Dirichlet para un rectangulo tratodo
en la See. 63, f ¥ f' zon casi-eontinuas en ol intervalo ((ha). Demostrar ne L
golueidn formal alli eneontroda eatisface lo condieidn win -i- 1) = flx) cuando

! Resuita posible, aungue alge tedioso, suavizar las exigencias de continui-
dad de las derivadas de segundo orden. La ecuacion (8) donde supusimos esta
centinuidad, ¢s vilida cusndo se permite a esas derivadas tener saltos finitos
en ciertas lineas de 1o Regién R. En un caso eapecial, so considera la unicidad
bajo tales condiciones on la Ree. 84 del libro del autor «Operational Mathoe-
maticss, 1958,
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0 < & < a, 8i flz}) estd definida comu la media de fiz + 0) ¥ fiz — 0) en pus
puntos de discontinuidad.

2. Formulser un enunciado completo del problema de contorno para las tem-
peraturas estacionarias en una placa cuadrade con ceras aisladas, cuando
lea gristas * = 0, x = w, e ¥ = 0 estén aisladas, y la arista ¥ = © se mantiene
a temperaturas u == f{x}. Bi f, f' ¥ f'' son continuas en el intervalo 0 S < r
¥ Fl0)y = f'{x) = 0, demostrar que el problema tiene como sclucidn finica

1 - coeh ay 2 =
¥ = -, + i) — pO8 N Un = - f‘ Z} tos n a‘-x].
2 ¢ “2_41 " cosh nr [ " xdo f=)

3. Remplazar ¢ cilindro infinito de la Sec. 67w, por un cilindro limitado
por las superficies g = 1, 2 =2, ¥ 2z =z, donde u, = 0 en las dos dltimas
partes de la superficie. Supdngase ademéds que f(¢) es nna funcidn periédica
de periodo 2m, con una derivada de segundo orden continua para todos los
valores de Iag variables, Demostrar que entonces la funcién « dada por la férmu-
la {&). Bec. 67, es la Gnica solucidn que satisface nuestras eondiciones de reguln.-
ridad, del problems de temperaturas estacionarias.

4. Emplear la unicidad establecida en la Bec. 08 para demostrar que la so-
lucidn: y = A aen nx cos nat del Prob. 1, Sec. §7, es la tinice solucitn de clase
C% en la regidn 0 2x=1, t =0

8. Demostrar que la wolucién del Prob, 3, Bec. 60, es Gnica en le clase 2

6. Supdngase que en la Sec. 58 f(x) es tal que su extensidn periddica impar
F{s) posee una derivada F” continua patra todoslos valores des {(— oo < § < oa)
Demostrar que entonces la solucitn (9) es Ja dniea on la class O,
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